
CHAPTER 8 

ETUDE THEORIQUE DE SEXPLOITATION 
DES ENREGISTREMENTS DE HOULE 

P. Caseau 
Ingenieur des Ponts et Chaussees 

en service detache a Electricity de Prance. 

INTRODUCTION 

L'e'tude de la houle en un point, c'est-a-dire 1!exploitation d'un enre- 
gistrement de houle, consiste a obtenir, a. partir de cet enregistrement, le 
plus de renseignements possible sur le "spectre" de la houle. 

Nous excluons le cas ou la donnee -|-(t) se presente sous la forme d'un 
tableau chiffre' ou d'un courant electrique. Ces deux representations ont en 

conmun la proprie'te que 1' addition de deux fonctions et l1 operation 4, / f(t) oU 

y sont faciles a realiser. L*exploitation passera done naturellement par la 

fonction de correlation  YC*-) = =T / TW|(trt) 1ui es^ "tres facile a obteni] 

Au contraire, si 1'enregistrement se pre'sente sous forme de courbes sur 
film ou sur papier, aucune de ces deux operations n'est facile a realiser, ce 
qui enleve a *Jf(f) beaucoup de son intere*t. Pour 1' exploitation des enregistre- 
ments effectues par 1'enregistreur autonome de Chatou, qui consistent en des 
courbes sur film de 35 mm, une methode simplifiee est actuellement utilise'e 
ji5_7°  Cette methode ne donne cependant pas tous les renseignements que l'on 
voudrait, et elle est moins rapide d'emploi qu'il ne serait necessaire pour 
permettre le depouillement des tres nombreux enregistrements effectues avec 
les divers appareils en service. En modifiant un peu la methode, M„ Kowalski, 
de l*Instytut Morski, a Gdansk, en Pologne, a pu la mecaniser et la rendre 
plus pratique, sans cependant augmenter le nombre des renseignements obtenus. 
En s'inspirant du procede utilis^ par M, Kowalski, M. Valembois a imagine le 
procede que 1ious etudions ici. 

Ce proce'de consiste a faire defiler le film devant un appareil qui compti 
au moyen de cellules photoelectriques, le nombre de points dsintersection de . 
courbe u = ^(t) avec les droites u- etc , pour diverses valeurs de la constanti 
Mo Larras a propose", au lieu de coTiipter des nombres de points d1 intersection, 
de totaliser des intervalles horizontaux (fig. t). 

L1etude mathematique de ces procedes conduit naturellement a considerer 
les "distributions" associees a ^(t), a voir leurs relations avec le spectre, 
et a selectionner celles qui sont le plus faciles a obtenir et qui donnent le 
plus de renseignements sur celui-ci. 

Apres avoir passe en revue les hypotheses mathematiques et les resultats 
ne'eessaires au calcul, nous aborderons done l'^tude de ces distributions, et 
nous indiquerons quelques-unes de celles que l'on peut utiliser. 
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NOTATIONS 

Y<x)    = g(t)^(t+x)] 
M/  

fW,*). [?& fH 
YCt) =   [ e*• d£6f) A                                  *- 

1                          H»2|,    111;. 

AAAyV 
FIGURE   I 

PROPRIETES GENERALES DES PONCTIONS KEPRESENTANT LA HOULE 

Cette partie concerne les propriety's des fonctions -jf(fc) representant la 
houle ou plus exactement les enregistr em exits de houle. 

La th^orie de ces fonctions a e"te faite (Rice /~4_7et Longuet-Higgins 
L^J)  en se basant sur les proprietes des fonctions aleatoires. L'inconvenient 
de ce point de vue est d'une part qu'il ne"cessite le recours a, des theoremes 
ergodiques, pour que les operations et nioyennes dans l'espace des probability 
coincident arec les operations reellement effectuees sur -|(t) , et que 
d'autre part, alors que T^Ct) admet une decomposition spectrale, son "epreuve" 

^[(t) n1 en admet en general pas« 
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Notre but au contraire a ete" de b&tir la theorie des operations que 
nous faisons sur ^(fc) au moyen d'hypotheses sur ^(t) seulemento Nous nous 
sommes servis pour cela de certains resultats de M. Bass sur les fonctions 
pseudo-aleatoires //1_/« S'il est question de distribution de probability, 
c'est un raccourci de langage, car nous ne supposons pas un instant que i(.t) 
est une epreuve d'une fonction ale"atoire. 

On pourrait sans doute aller plus loin dans cette voie et renoncer a 
etudier ^(.t) , mais seulement :f(t)(p< t <: T) fonction tronquee. Les operations 
faites auraient toujours un sens. Les fonmiles alge"briques resteraient aussi 
simples vue la precision finalement demandee aux resultats (voir dernier 
paragraphs), Mais ce serait, en fait, masquer le probleme,, Si, en effet, 
lorsque T  varie, les resultats cliangent beaucoup, alois l'echantillon n'est 
pas repre"sentatif. Ainsi, nos hypotheses (lorsque T-> <o , telle fonction a un< 
limite) signifient, non pas que l'infini intervient reellenent, mais que la 
valeur effective de T a peu d'importanceo On pourra appliquer cette remarque 
a l'e'tude d5une tempe'te representant un etat non stationnaire de la mer. 
(Ces notions restent evidemment a preciser, une consideration mteressante 
serait de voir a partir de quelle valeur T0 ,"fttP) est pratiquement nulle. 
On pourrait alors relier T a TT0 ). On aurait ainsi coiapletement "localise" 
1'etude de |(t). 

Nous considererons les operateurs suivants, de"finissant des moyennes : 

Et nous poserons, pour deux fonctions quelconques at et a , mais telles que 
1*expression ait un sens : " 

[*.•*] - *tiv 
Soit alors une fonction ^fCt) sur laquelle nous ferons l'hypothese (H^) sui- 
vante : 

1, $(t) est inde'finiment derivable, 
2»0=Jl(|,rt,)quel que soit 'Vt , 
3. £t*)(t')  est bornee quel que soit "H. « 

LA FONCTION DE CORRELATION - DEFINITION. 

Nous definissons  Y L ^ i =  'T^T {^ti:J . On voit facilement d'apres 
(^H^) que Y(,T,T:) existe et est continue et derivable inde'f ininent, 

Appliquant le the'oreme de Bochner £^1_/, on demontre alors qu'il existe 
une fonction monotone E^cJ a variation totale bornee et telle que 

-oo 
Et l'on a la formule d'inversion : .\y 

E<r.s)-eer.«o.fe0 ^i^r 
pour toutes les valeurs A ,I>  OU t(JT*,<3") est continue, 
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Nous ferons alors l'hypothese nouvelle \Ha)» 
N/(JVC)-» y(£) pour T-»oO et Y("C) est continue pour X = O 

On sait alors (gr&ce a. des the'oremes dus en particulier a P. Levy £2_J 
et J_\J que : 

ta  La convergence est uniforme dans tout segment^: jVC), done XCC) est conti- 
nue partout. 
2. E:(T|C)^» EC"") le sens de la "convergence complete" £~2_J  etant i 
- E(T,r) —?> E(o") quand T_>=o , quel que soit CT , 
~ cfc^r <^ ECPiO") — /ta d E (a") quelle que soit la f onction <X- continue et 
bornee.        ex 0 

PROPRIETES ALGEBRIQUES DE Y(TO 

Nous generaliserons d'abord \Hi) en^Hji)*. 

1 (ff\, lp ,t) ~ I +  Ct) + (t+tr)J   existe et est continue en tl . 

a. Nous pourrons alors demontrer les relations alge"briques suiyantes, par deri- 
vation sous le f , integration par parties et passage a. la limite. 

d'ou en particulier : 

I (fa,f>,-c) =(-l) P^A^-lo ,-c) 

b, D'autre part, le meme raisonnement qu'au I , mais applique" a i  nous 

En integrant de O a T et en utilisant le fait que "$* (o)= O > on montre que 
Y admet une representation analogue. En integrant a. nouyeau et en utilisant 
la formule d'inversion, on demontre que la forraule : 

,+cO 

Y* j- ] <>,  dc(c) est derivable inde"f iniiaent sous le 
V_oo signe C . 

Ainsi    vw(r) . Jpfe^Elcr) = Ur J^e^dECoO 

*  Pour les proprietes "d1existence", il est plus simple d'etudier la fonction 
entre O et T , ce qui supprime tout probleme de passage a, la limite,. Au 
contraire, on verra que les proprietes algebriques sont plus simples en 
f aisant TV oo • 
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Done 

rVf.o ^-^^jv^^duv) 
\ (y\ m.r) = fa- ^ e^^ECcr) 

(VwK.x)-  ^if/V^e** 4E«r) 

En particulier, pour   Ti=o on trouve  : 

1, t>,o)  -   ^       Dv^+P   Uosi  n+y>  est impair, 

= (_!) 2.^/ <T      e     defer) si v^   est paia 

H/*, 

Ceci nous permet de calculer la matrice des coTariances de n'importe 
quelle suite de fonction : f^tt), ^e"° (t^),^ ^(t-tTO... . ^(tfC*) 

Ces calculs sont developp^s en annexe. 

IBS DISTRIBUTIONS DE PROBABILITES. 

Definition et existence -QoJb r (T,u ):t ^mri L^^^^J mesure de l'ensembi 
des t< T ou. -$(t)^»-U» C'est une fonction de distribution croissante, a varis 
tion bornee par t et qui est familiere aussi bien aux ingenieurs qu'aux mathe"- 
maticiens. En hydrologie, on la nomine courbe des debits classes. Mais son 
utilisation la plus importante est celle de Lebesgue dans la theorie de 
l'integrale. 

Nous savons que si G est une fonction continue : 

En particulier cJ^ «r(.T,y) = ' 1
T *>> J „ (On voit que la distribution 

possede des moments de tous les ordres). 

Notons aussi que si 1 -^ ex. ,  unif ormement sur^O ,1) : 

d'apres les proprie"te"s de la mesure sur un segment de longueur finie. 
Nous ferons alors l'hypothese     : 

f?     c y r  quand  L -* <0 
On voit done que 1-*" d^finit une mesure sur des ensembles de l'sixe des t 
liee a £ et invariants par translation (c'est-a-dire invariants si on rem- 
place -^Ct) par ^(.tvt). 

On peut, en generalisant, conside"rer la fonction de distribution a plu- 
sieurs variables FfT.'loH, ^i ->}„) - m ET(^tt)<Mj0 ilt+t^, ^Ct*x»<M|0 t 
Et sa limite FCui-*,. u,) d       d 

^••V ^ 
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Independance - Soient deux fonctions ^ et a et soient 

Y(T,u.0dr ^-n^o •*«) = 4.m(l'intersection des deux ensembles precedents) 

Si, quelle que soit la suite ( X-j, ... "t„ , -^ , . ,. U-*) : 
C^-F<j|)-»olorsque "T-ioo uniformement par rapport a(iA„H, .4»,?(,;i, - 2„ ) 
nous dirons que les deux fonctions sont independantes, 

Comme sur le segment ( O ,1? ) 1 et a sont derivables, a. derivees 
continues uniformement, on peut trouver "C tel que : 

done, d* apres la remarque du paragraphe precedent, \   et q' sont independantes 
si •£ et Oy sont independantes, de m^me pour *w et a<-•*•> <• 

Exemple : il est facile de demontrer que e   et t   sont independantes si 
(condition necessaire et suffisante) \ et X' sont incommensurables. 

_ Si ^ est independent de a, et si ti(i) et M(e»\=o, on a : 

Ainsi, la fonction de correlation £"• (ainsi que le spectre E ) de la somme 
•^»c\ est la somme des fonctions de correlations (ou des spectres)de %    et 
de <x~. 

Application — Sort alors une suite de fonctions independantes ^o \*     ¥•» 
que nous supposons uniformement born^es. 

Soit  cx.^ = 2. -fk  et soit : 

"•» la fonction de distribution associee a +-n 
Gy\   la fonction de distribution associee a a^ 

D'apres le paragraphe precedent, on en de'duit : 

Par recurrence : 

G* = T^>* t*, *• Ta * . . * V*n 

Posons :      CSV3" =   J ^1
^FK    * LH , ?KJ 
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On. sait alors, comme consequence du. theoreme de Liapounoff, que %2<       a 
pour loi G^-ifc") et que cette loi tend vers une loi de Gauss de moyenne 
et d'ecart quadratique 1„ 

Nous supposerons done, hypotheseiHiJ, que la fonction 4- que nous consi- 
de"rons est constitute par une somme de fonctions mdependantes et uniformement 
borne"es, en nombre suffisant pour que le the'oreme precedent s'applique. 

Notons que, vue la precision recherchee, ce nombre n'a pas besoin d'etre 
tres grand et qu'on peut par exemple reconstituer une houle avec un petit 
nombre de composantes incommensurables. 

En generalisant, on trouve que la fonction de distribution ' (M0M, - -"-U) 

l^lfc)/f (^O,?   ct^o] 
associee a 

est une loi de Gauss carac- 

te"risee pax la matrice des covariances : 

V  est done une distribution "continue" a. laquelle on peut associer une 
densite  h - gLE    et nous aurons : 1  d-vr 

l| QMII determinant de la matrice Cu* , 
"Enn matrice inverse de OL»K • 

On trouvera en annexe 1'expression detaillee de cette loi. 

PBOPBIETES DES MOMENTS DE E(G"). 

Considerons la fonction de distribution t(<TJ «. Comme elle est symetrique, 
nous nous limiterons a O"^o » 

On sait que ^(."">)= Ww^st convexe, e'est-a-dire que si t> , n , VC sont 
trois nombres positifs : 

w + K 

Soit alors    <y_     J"Y '"'fr ,  on en deduit  : 
r^ ~" \/ TT\C, 

Ces ine'galite's de convexite sont frequemment utilisees. 
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Faisons alors l'hypothese l^sj que u(jSj est "a support compact" c'est-a- 
dire qu'il existe deux,  nombres ^W-^et (5^mox.tels que : 

C* «W=* ^fer) <; to  (j sow* E<s0=Eo 
On sait alors //3_y, /2_y,  que  : 

<S>^    -^ <3"W* Pour      pfc^+oo 

En particulier, si nous posons CX* =  T^a/n  , la suite CT^ est monotone 
et a pour limites 0^^ et 6"*  .   ^"mam-x 

APPLICATION. 

La consideration des quantites C^cj va nous pernettre d'evaluer les 
Taleurs moyennes des derivees de x , nous avons en effet : 

II Til   -    cr, il^n 
Ceci va nous permettre d'evaluer le "reste" de certames formules algebriques 
obtenues au paragraphe "Proprietes algebriques de y(t)". 

Soit par exemple : 

lorsque 1}-> oo , nous obtenons la formule connue : 

Si nous ecrivons : 

^ fit) f(t,x)at =^j4'>, fLU)at 
nous commettons une erreur qui, en valeur relative, est de 1*ordre de gran- 
deur de : ocn) $-*-* 

A*, ±. l£l J3k_ SisL   -   _d_   i^L.i^L 
T       llfll   '    Hf.ll      n ^.,1|       ~     TffVn        l\^H       lt|«n-,H 

Le produit des deux derniers termes est en general inferieur a 10. 

On a done  :   A < \00      SL    T<T„   > looo     et       T    >   1200 

Comme £>.* <CC, et   que    ^n<s^,    me sure une pe"riode apparent e de la houle,  on 
trouve   T >/lopo T*     >  oe 1ui es"t en general realist assez largement. 
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RELATIONS ENTRE LE SPECTRE 
ET LES DISTRIBUTIONS ASSOCTEES A -£(t) 

Cette partie sera orientee vers les relations entre le spectre et les 
distributions associees a ^ . Le spectre lui-meme sera caracterise par la 
suite de ses moments m©, m^m^ rr\vn '  Les trois premiers moments ont 
d'ailleurs une importance speciale a la fois parce que l'on pense souvent que 
le spectre general des houles de vent ne depend que de trois parametres, et 
aussi parce que un certain nombre de phenomenes ne dependent que de ces trois 
moments . 

Cela e"tant, on peut se proposer deux buts : 
a) D'abord, il est evident que certaines distributions (les hauteurs par 
exemple) sont inte"ressantes en soi. II faut done, connaissant le spectre, les 
obtenir . 

b) Mais 1'operation inverse peut e"tre plus importante. Certaines distribution! 
sont faciles a obtenir en pratique. Elles pemettront done de caleuler certaii 
e'le'ments du spectre (voir Introduction)» 

La plupart des pjroprie'tes qui apparaissent ont de"ja et^ etudie'es par 
Longuet-Higgins j_ 3_/. Nous avons conserve une assez grande generality. En 
effet, si la plupart des appareils donnent un enregistrement de £(t) , il ne 
faut pas oublier qu'ils pourraient aussi fournir \' ou ^ " au prix de modifi- 
cations assez faibles. 

DISTRIBUTION DE |Ct)ET DE SES DERIVEES. 

Rappelons les resultats de la premiere partie. La distribution de proba- 
bility associe'e a la suite -fw(t), ^ (t^tr,),  P ^(tvt,,) 
suite dont la matrice des covariances est : 

a) Nous allons appliquer ceci a 1 et l , on trouve : 

P°•^ ^- vST^^4^ 
Ces distributions sont faciles a. obtenir, mais on voit qu'elles donnent 

tres peu de renseignements sur le spectre. Seulement un moment pour chacune 
d'entre elles. 

b) Distribution associe'e au couple i(t) > i(k-ttj 
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Comme cette distribution contient deux variables, elle est moms facile 
a obtenir que les pre"ce"dentes et les resultats seront moins precis. On peut 
tourner la difficulty en etudiant les fonctions (^> (t) = ilo£ ]jf , ^(t+xy] 
dont les distributions sont : /K ,.\ -sobfi I (t+"c)l 

1 -TL(o)« J I     \> Oji^d^cfe 

Les distributions Hi et TFa, sont expe"rimentalement aussi simples a 
obtenir que les fonctions fvet $>x  precedentes. Elles dependent des 
parametres ITlo et ^LZ)  et permettent done d'obtenir ces deux nombres. 
Nous nrinsistons pas cependant car la methode est tres lourde. 

DISTRIBUTION DES POINTS SINGULIERS ASSOCIES A ^(t)OU A SES DEEIVEES. 

Nous allons etudier les points definis par l'equation du type ^ Ct-t-t:) = Q 
( T et O fixe"s). Ces points constituent sur l'axe des t une "population" 
(un sous-espace) sur lequel on peut definir et etudier une probabilite. 

Posons    NJip(jsciJ nombre de points sur (.0,T) ou ^ = a. divise par T 

M (J?=a) limte I"*1114 T-X? de N"T(^-Q_) 

Soit alors une fonction CD quelconque. Nous considererons de m^cie : 

Et nous aurons la "probabilite" definie sur la suite T(XC{ 

Ces definitions, (calquees sur la definition de la probabilite condi- 
tionnelle) sont parfaitement cohirentes et analogues a celles de la premiere 
partie (mais on opere sur une suite discrete et non sur des mtervalles). 
De plus, il existe un lien entre les JVTT et les F"T deja definis. On a en 
effet : 

^4«j si la loi est symetrique en ^ 

(Nrpdesigne ici une densite" en U ) 

Et a la limite : 

p-KJD 

M(f=Q 4,s^)=J Kf = CL;f~-x;^=^]l^lcix  (N densite en y   ) 
— CO 
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Les demonstrations sont reporte'es en annexe. Les Nf ou les N sont 
d'autre part plus faciles a, obtenir par comptage que les fc> „ 

Nous allons appliquer ceci a quelques points particuliers. 

Intersection avec des horizontales — 

Ho -- 4-.fin*  = ±-fa 
En ge'ne'ralisant imme'diatement on obtient  : 

Distribution de   f   quand \ ~° } maximas et minimas - 

La matrice des correlations de |i |     est 

O     A    O La matrice inverse 
A Yn, 

en posant   A= W^mi,-Hfi* 

m5 ota 

(T>o       O       -KT>2. 

o    rrii   o 

w* t>-{«'*..f ,-o.?'-«»J-^nT- c"f[-i mux? •»• 2trucc,x»+ nioXi 

et    N[|=X,-|'=O  f <oJ «   ^p   x3dxa 

0 = ?w? 
Les calculs ont ete faits par Longuet-Higgins. On pose ( &

a _ A 

Et on obtient : -N" = K, ^ f>(>)) ^-^f-^ 

Generalisation. Distribution de j- quand t = o 

Posant    A04f> =  VT)o ITHu^ - VTl^ 

On a   blf .or   ^a|,-?o r^-xal  -   4 •     ,. P* J^ mipxMft>,»X,<»+tr).X*1 

D-OU K.JV, *^(D) ^ ^e-cft^ 

b(n)et bCh) sont done identiques en remplacant £ par 6OZK 1 
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Distribution de   j-    quand    ,j-=0. Points d'inf lexion. - Le calcul est analo- 
gue au precedent, mais la matrice s'ecrit  : 

rrto   -Yr\j.   o 
-Wt     mu   o 

Generalisation. Distribution de  a     quand    -i      -o 
On obtient de la me"me facon : 

Les distributions sont done cette fois des distributions de Gauss. 

On peut gen^raliser encore en remplagant \   par   ^     ,  il suffit d'ajouter 
2.K aux moments consid^res. On voit ainsi qu'on a obtenu la distribution 
gene"rale de   ^^ quand   ^O^Lo 

Intersections  entre Jj-(,b) et    JrCt+'C) -    Nous ne dirons rien de la 
distribution ^ quand £ (t-TC.)iO> q.ui est facile a obtenir mais sans interit. 
Par contre, une autre frequence est plus interessante, e'est celle des points 
ou^tfcfltvcj 

Posons  :   H- = f Itve)- f (.t) N(2=o) = /IEIII 

Quand T  devient assez grand $    (T)    et   "jCt) —> o    done    .If W -» JN o 

Quand  TT-% o     , nous avons    "^     Cc) -   ^i - ^h%. +   •• 

Done     N| CC) -» X, 

MOIENNES ASSOCIEES AUX POINTS SINGULIEBS PRECEDENTS. 

On est tres vite limite par la difficulty qu'il y a a calculer effective- 
ment ces moyennes. II semble que seules les amplitudes[difference entre maximas 
et minimas)peuvent dormer lieu a des moyennes faciles a obtenir. 

Notons ainsi la moyenne des amplitudes (Longuet-Higgins) : 

Et, de mSme, la moyenne des amplitudes de a 

CONCLUSION 

Ainsi, pour obtenir les trois premiers moments, nous avons vu quelques 
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metho&es simples : 

1g Le comptage de -Ko (4 = ° J et de -N i (j\  = °J qui donne ^yfn0 
e^ ^Vfn, 

2. Le comptage des frequences JNK-OJ qui donne W^ et We 

3. La moyenne des amplitudes qui donne une relation entre tT)0 et €. .11 
suffit done d'associer 1. et 3. ou 1. et 2. C'est cette me"thode qui a effec- 
tireinent e"te retenue a Chatou. II va de soi que la mise au point d'appareils 
de comptage differents pourrait conduire a utiliser des distributions diffe"- 
rentes parmi celles qui ont ete" etudie'es. 

PROBLEMES PRATIQUES LIES 
A L'ENHEGISTEEMENT BES HOULES 

Cette fin d'etude est consacree a deux problemes pratiques lie's a l'exploi 
tation des enregistrements de houle. 

Un des types d'appareil utilise (capteurs de pressxon) enregistre non pas 
la fonction ^(t) mais une fonction 4>(t) qui lui est liee (pression sur le fond 
au lieu de denivellation en surface). On peut admettre que 1'on passe du 
spectre de ^ a celui de ct> au moyen d'un facteur correctif K(cr) connu. II 
nous faut done e"tudier les problemes poses par cette correction. 

L'autre probleme est celui de la presence de "fonctions parasites" ou 
d'erreurs quelconques : le deplacement du niveau moyen, la presence de pheno— 
menes d'agitation non lie's a la houle en sont des exemples. Certains de ces 
phenomenes sont connus et on peut essayer d'evaluer leur influence et d'en 
tenir compte. De facon plus gen^rale, il faut ^valuer la marge d'incertitude 
sur les r^sultats obtenus. 

RESTITUTION. 

Si le spectre est continu, ce qui est le cas general (et le cas discontinu 
ne necessiterait que de faibles modifications), on peut poser : 

dECcO - %. A(C)4<3" o La presence du facteur ^-^ permet de ne 
considerer que l'intervallejp^ c^oolet d*avoir : 

tru.^VAcoOdc- 
Le probleme eat done de trouver le spectre A (<T) en surface connaissant Afej 
II est resolu par la formule : 

A*(cr) = x «0 x Afo) 

Kftjr} . Ch.(?j!l3^     facteur correctif. 

En fait, nous ne pouvons nous contenter de la formule pre" ce dent e, car nous 
ne connaissons pas directement A^O • Notons que si Q (xi) est la transformed de 
Pourrier de K(C5"3    ,~, x  C**° cS'0 ,, \ 1 

on a f(x), -^^e  - jjnt-u)e(o)<iu 
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Mais nous desirons resoudre le probleme par des procedes alge"briques 
n'impliquant qu'une connaissance partielle de.A^(C5")« Nous sommes done amends 
a chercher la suite W0*, fflt , - TO^connaissant Wo.mj, Im^, Et, confor- 
mement a ce que nous avons vu dans la deuxieme partie, nous nous interessons 
surtout aux trois premiers moments. 

Considerons une expression approchee de KC<S~)   au moyen d'un polynome. 
D'apres (Hs) il suffit de realiser 1*approximation sur le segment (0"miY> ,<3T"nvxx )• 
Ce probleme est toujours possible et nous pouvons poser 

KCcr) <* ac -»- a.* cr% 
Nous aurons alors : 

VY\o  =   Qoini\o +  011*1^ + 

^2^,= Q0im2m+ Oxm^j 

On voit que la connaissance de h   moments en surface implique celles de 
(ri+lp) moments au fond. Nous nous limiterons a 2.b=A-   j  ce qui est coherent avec 
les hypotheses deja faites. 

•tQihC *> 

Nous aurons alors  : 

-0 Qom^ + cuvn. 

=   Yf\ im 

L] +- a<* m IrtYvU ^-      ^hM 

1T\JJI\   "^Wv+I* 

na^ = «n*« K c^am**) 1 + a* 
K(0r2m+2.) 

feh,T\V2. <-52/»\T4.       2/M2- 

C'est de cette formule que nous allons nous servir. Retranscrivons-la 
pour W   = 0, 1 et 2, On trouve : 

Vf\*o    =  VY»o K(Oi.) [-1 + 

m*4 = H\4 K 

KCOJT)  6 

K (C56 ;  x 

61 <• CTj. 

0$ •<£ 

On voit qu'il subsiste un certain nombre d'inconnues :  ^6>^"?e^^ ^6' 
Mais nous pouvons remarquer que le terme ou ils interviennent est un terme 
"comple'mentaire" et que nous pourrons faire des hypotheses sur 6g   et fe „ 
sans prendre beaucoup de risques d'erreur. 

Nous savons de"ja deux choses : 

a) la suite Cj^  est croissante, 

b) la suite €. 2m est decroissante et tend vers 0. 
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Nous supposerons done que <-}&« est une suite arithmetique. 

Nous aurons alors : 

.4 

2    X1 

•=2^ s  !_ 

Posons alors     A 2m ^>a.    =   ^2M ^2M ^a/n-i 
->-i    _ ti - 

Nous aurons facilement :   \nriL -   Q_    M -t- lin-"0 =i 

D«ou 

m ^ « "W KCG-^O A + 

2. 

K (ffam^a) °i ofL      O;XJ 

Ce que nous retranscrivons pour les trois premiers moments, appelant 
£(,,£ et remplacant "ft/^r3" par sa valeur : 

too =  m0 KCCTZ) 
CXu, ©"a. 

+      Kcoi.)  ' -1 - e* . 
2 

1   + at °* 
KCcrO   (M-^.*) 

-1 +     Q^s* 
K (Oc)  CJ " €*J 

d-v e2) 

Remarque - Etude de KCoQ - Les f ormules pre"cedentes ne sont valables q 
si les termes "correctifs" me'ritent effectivement ce nom, c'est-a-dire sont 
suf-fisamment petits. Comme l'on a : 

^ = c"l.r- j ~ ISici.        J         nous aurons des inegalites portant 

9^ 'S'nv,. et 2rCT *5" , On aura a verifier deux conditions : 

a)  Q** Sa- £*ft-*-fc*) de l'ordre de £* (termes correctifs faibles). 

Cela nous donne : 

' ftioy ^ N 4d       1 woy - '^Vo^ 

b) 0"rt\ax. doit e"tre tel que 1'approximation parabolique soit encore valable. 
Nous adnettons que ceci est realise si <X/(*      <— >  ce <lul conduit a : 
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2£- = Tv <s; n\a% 
rr\ln ^ J*d 

On voit ainsi les limitations de l'appareil suivant les valeurs de d . 
Pratiquement, la zone interessante est <A<AOm* 

PROBLEMES LIES A L • INCERTITUDE DES RESULTATS. 

Supposons qu'a la fonction %.  etudiee se superpose une fonction A-f 
parasite due a, n'importe quelle cause (deplacement du niveau moyen, reactions 
de l'appareil, etc..)» Nous allons Toir que 1*on peut passer des resultats 
relatifs a f 4 £>£ a ceux de •£ a condition du moins de connaltre &$.   . De plus, 
si t±&   est suffisamment faible, 1'erreur introduite est ne"gligeable. 

Une premiere difficulte provient du fait que, tandis que ~%     represente la 
houle et satisfait done aux hypotheses (H^ a Hj ), £>£ ne represente rien et 
n'a aucune raison de satisfaire a ces hypotheses. 

Mais en fait, ce n'est pas a A^ que nous nous interessons, mais a l~y\ 
de O a T . Nous pouvons done remplacer A f par une fonction periodique de 
pe"riode T (qui satisfait a la plupart des hypotheses, mis a part celles condui- 
sant a la loi de Gauss). Les resultats e:xpe'rimentaux seront les memes car les 
operations faites concernent toutes le segment(p,1))e 

Enfin, comtne ^(t)n'a aucune periodicite en T- , nous pouvons supposer que 
^ et b%   sont independantes. Nous supposerons aussi que h>\   est a moyenne 
nulle car s'il n'en dtait pas ainsi, nous ferions une translation de Af sur 
l'axe des ordonnees. La fonction ^^ ainsi definie a des fonctions de distri- 
butions faciles a calculer et identiques a celles obtenues sur^O,T}» Cela va 
nous donner les fonctions de distributions de § + A^.   . 

Etude directe des fonctions de distribution - 

Soit   b(uAla densite associee a ^ 

as^ -     «     A? 

L}application des theoremes sur les fonctions independantes nous donne : 

Cette formule re"sout le probleme, mais nous allons, conme CXT(o) est petit, 
utiliser un deVeloppement en serie : 

Wfl-iO -   t>(lp -*> <?^) + v£ t>\^* - * C-if £$*) u\.~ 
Nous aurons done   : 
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Avec   U  = f u1* G5 (o) do -  -MTJ [Af J  j>fc  ^ 

Si A^ est bornee par -TV on a J WL i J^ ** , d'ou une convergence 
assuree de la serie pr^c^dente et une Evaluation de la difference entre b et 
Q • En particulier, si ,A_ est tres petit c|^t\) ^ (HM-) 

Generalisation - Le calcul precedent se generalise aux distributions a plusieun 
dimensions. Ce calcul est fait en annexe. On peut done , en integrant, obtenir 
aussi les distributions des maximas et minimas. 

Autre methode - Une methode differente est de consid^rer directement le 
spectre de la fonction (pe"riodique) A} . Ce spectre est facile a obtenir et 
en particulier, on peut trouver la suite des moments Arn0,Ainr\^ •- Z^in^ 

Or, on a TU dans la premiere partie que, aussi bien le spectre que les 
moments ou la fonction de correlation "JfCO s'ajoutent. On aura done C.-r A£ , 
Y+ h\    et ^5^^ hf^un'  En particulier les frequences d'intersections seront : 
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ANNEXE A LA PREMIERE PARTIE. 

Nous allons calculer quelques-unes des matrices de correlations le plus 
frequemment rencontre'es. Toutes ces matrices s'exprimeront au moyen de la 
fonction y^ e-t de ses derivees,, Comme Y2"'* (o) - (.-iV" m^    nous avons 
aussi fait intervenir les moments m0 rrij. irr\^ 

a. Suite D?CO , 4'(b) f \l) .. $*%)]    *. pair. 
La matrice s'ecrit : 

o 

o 

O -«!„. 

o      mi* 

o 

-Yin i, 

o 
o 

o 

b. Suite tffc) "f \t+t«)   I    L^TxVxOj^Ct.T^T^u) 
La matrice s'ecrit 

Ytr,cc3) 

k'^.t-c^ XO^vCj) Y^r»^  m« 

c. Notons que, lorsque la distribution est continue et syme'trique, nous avons, 
en posant d£- C<5") - ±. f\(&) 

YCC) = f ACcr) co5($rr)d«r 

et, plus generaleiaent : 

V^Cri - C^Y" ^"costsrc) o-2* ACcr) dtr   /7^ - l-'rfW 

y^tc) - t-^jf*,*^ cT' A(«W  ^"& = o 

Ces formules sont utiles parce qu'elles font intervenir uniquement des 
variables reelles, Elles montrent que la connaissance de YCc) et de toutes 
ses de"rivees (ou de A Co-) ) permet de calculer facilement les matrices de 
correlations pre'eedentes. 

ANNEXE A LA BEUXIEME PAETIE. 

a. Supposons que "^Ct)soit une constante (La fonction ^(tjserait alors composee 
de segments de droites relies par des sauts)0 

•T e"tant le nombre (deja defini) des intersections avec la droite ~£ = ex.   et 
QO.;dx deux variables reliees par  CAOL = \2'\ c\x 

Nous avons : 

Z. dx « NT ax = p& a) da  *>*  NT - ^o) \$ \ 
De meme, si nous d.4finissons : 
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-TM<n   = nombre de points ou    ]T 
=
 
<CL

      ^°    ^ fev$ ""^     V) nous avons 

definissant une densite     NT   =   NT on a.    N t =    (-'Up*0- 1 <-r=li-j l?'l 
o 

b. Si nous revenons au cas general ou   -^(.t)est variable,   on voit qu'il suffit 
de considerer les probabilites compose'es  : 

et que les forraules precedentes se generalisent en : 

NT -J pT(4=oL^*)i-xidx 

t/00 
qui sont bien les forraules donnees dans le texte. 

ANNEXE A LA TEOISIBME PARTIE. 

La generalisation des formules donnees dans le texte au cas de distri- 
butions plus gene"rales a -YL variables ne pre"sente aucune difficulty theorique 
et n'est qu'un exercice de calcul. 

Soit un espace a   dimensions. Nous mtroduirons les notations suivantes: 

\ bi, c&i  «.*) et "^ C-*£»,*^t_, -^iO   vecteurs de l'espace, 
(c*x.) = c\-x., A-X.2. ..  dx..n        element de volume, 

X» y  est equivalent a ^i>^,  DCi*<JU . . •X.*^. -~ 

Cette relation d'ordre jouit de la propriete fondamentale suivante : 

X»Y  efc  X; »7'      entraine   XVX' » Y + V 

Dans un tel espace, la notion de distribution de probability est tres facile 
a definir. On peut de"finir soit la density t>CXo) 

•p (X«d@X) --   -p\r [X0 <C X « Xo+<*x) 

soit la distribution r 

Et l'on a  dF(x^) = K'OCfl'O   ^ la distribution est continue. 

Soient alors une variable X de fonction de distribution T-    et j> , 
et une variable Y de fonction de distribution ^ et p' , 

Si elles sont independantes on a : 

F„[Xo«x«x+dix   «b  y<>«Y«Y+dy]=  K*»)   ^CVo) ldx)(clY) 
D'ou. il est facile de voir que,  si G , o   sont les fonctions de distri- 

bution de la sorame   X.+Y ,  on a : 
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GCXo)= fF(Xo-x)&V'(7L) « /V(x.-x) 4FO0 

c|Cx,)= A>(Xo-x)dLF60) =   f^>(Xo-x} fe'oOC^x) 

Soit,  en abrege" 

q   -   P* V 

Nous sommes done arrives a la m§me f ormule qu.e dans le cas de deux 
variables. 

Si X" de"signe la variable associee a ^Cfc),^ ^t+r0. \  ^"S) - ^ ^td 

La formule pre'ee'dente re"sout completement le probleme pose : trouver la dis- 
tribution de probability associee a (j£ + £±\ ) et a ses derivees. 

Bien entendu, on peut faire un developpement en serie de p     , la formule 
pre'ee'dente s'ecrira alors : 

Avec 

^4*1- ^ ' J*-» tj. Xw> ^CxXdx) 
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