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ETUDE THEORIQUE DE L'EXPLOITATION
DES ENREGISTREMENTS DE HOULE

P, Caseau
Ingénieur des Ponts et Chaussées
en service détaché d Electricité de France.

INTRODUCTION

L'étude de la houle en un point, clest-d-dire 1'exploitation d'un enve~
gistrement de houle, consiste a obtenir, a partir de cet enregistrement, le
plus de renseignements possible sur le "spectre'de la houle.

Nous excluons le cas ol la domnée f(l:) se présente sous la forme dtun
tableau chiffré ou d'un courant électrique. Ces deux représentations ont en

-
2
commmum la propriété que ll'addition de deux fonctions et 1Yopération ;11‘ ] :g(t) U
y sont faciles & réaliser., L'exploitation passera donc naturellement par la
T
fonction de corrélation ‘((’C) = %j‘@(t)f(tn) qui est btrés facile & obteni:
©

Au contraire, si 1lenregistrement se présente sous forme de courbes sur
£ilm ou sur papier, aucune de ces deux opérations n'est facile & réaliser, ce
qui enléve 3 )"('t‘) beaucoup de son intér&t. Pour 1l'exploitation des enregistre-
ments effectués par l'enregistreur autonome de Chatou, qui consistent en des
courbes sur film de 35 mm, une méthode simplifide est actuellement utilisée
[5_7., Cette méthode ne donne cependant pas tous les renseignements que 1'on
voudrait, et elle est moins rapide d'emploi qu'il ne serait nécessaire pour
permettre le dépouillement des brés nombreux enregistrements effectués avec
les divers appareils en service, En modifiant un peu la méthode, M, Kowalski,
de 1*Instytut Morski, & Gdansk, en Pologne, a pu la mécaniser et la rendre
plus pratique, sans cependant augmenter le nombre des renseignements obtenus,
En stinspirant du procédé utilisé par M, Kowalski, M, Valembois a imaginé le
procédé que nous étudions ici.

Ce procédé consiste & faire défiler le film devant un appareil qui compb
au moyen de cellules photoélectriques, le nombre de points dintersection de .
courbe =:f(t) avec les droites Y- Cte , pour diverses valeurs de la constant
M, Larras a proposé, au lieu de cdmpter des nombres de points d'intersection,
de tobaliser des inbervalles horizontaux (fig. 1).

L'étude mathématique de ces procédés conduit naturellement & considérer
les "distributions" assocides & ¥(t), &4 voir leurs relations avec le spectre,
et & sélectionner celles qui sont le plus faciles & obtenir et qui domment le
plus de renseignements sur celui-ci,

Aprés avoir passé en revue les hypothéses mathématiques et les résultats
nécessaires au calcul, nous aborderons donc 1!'étude de ces distributions, et
nous indiquerons quelques—unes de celles que l'on peut utiliser,
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PROPRIETES GENERALES DES FONCTIONS REPRESENTANT LA HOULE

Cette partie concerne les propriétés des fonctions ’¥(t)représentant la
houle ou plus exactement les enregistrements de houle.

La théorie de ces fonctions a été faite (Rice [Th;?%t Longuet-Higgins

zf?{;7) en se basant sur les propriétés des fonctions

de ce point de vue est dl'une part qulil nécessite le

ergodiques, pour que les opérations et moyennes dans

coincident avec les opérations réellement effectudes

d'autre part, alors que T (t)admet une décomposition
t) n'en admet en général pas.
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Notre but au contraire a été de batir la théorie des opérations que
nous faisons sur '.?(t) au moyen d'hypothéses sur :?(t) seulement, Nous nous
sommes servis pour cela de certains résultats de M. Bass sur les fonctions
pseudo-aléatoires [1_7. S8'il est question de distribution de probabilité,
ctest un raccourci de langage, car nous ne supposons pas un instant que i(’c)
est une épreuve d'une fonction aléatoire.

On pourrait sans doute aller plus loin dans cette voie et renoncer &
étudier :?Lt) , mais seulement :f(t)(o<t< T) fonction tronquée., Les opérations
faites auraient toujours un sens, Les formules algébriques resteraient aussi
simples vue la précision finalement demandée aux résultats (voir dernier
paragraphe). Mals ce serait, en fait, masquer le probléme. Si, en effet,
lorsque T° varie, les résultats changent beaucoup, alors 1'échantillon n'est
pas représentatif. Ainsi, nos hypotheses (lorsque T\, o, telle fonction a une
limite) signifient, non pas que l'infini intervient réellement, mais que la
valeur effective de T a peu dlimportance. On pourra appliquer cette remarque
a 1'étude d*une temp&te représentant un état non stationnaire de la mer.

(Ces notions restent évidemment % préciser, une considération intéressante
serait de voir & partir de quelle valeur T, ,K(‘C) est pratiquement nulle.
On pourrait alors relier T & Ty ). On aurait ainsi compldtement "localisé"
1tétude de $(t).

Nous considererons les opéfr“ateurs suivants, définissant des moyennes
- A f (t) 4t M) = Rim MaqC
M.P(:?) = F oéf @) T, T £)

Et nous poserons, pour deux fonctions quelconques :? et % , mais telles que
1'expression ait un sens :

[3.9] = @

Soit alors une fonction 'g(t) sur laquelle nous ferons 1l'hypothése (HJ su1-
vante :

1o i(\:) est indéfiniment dérivable,

2.0:M (2™ ) quel que soit m

3. ¥“‘)Lt) est bornée quel que soit n .

LA FONCTION DE CORRELATION - DEFINITION.

Nous définissons Y [T.'C-J = Mvp(:? ?(l’.*t) o On voit facilement diapreés
(H,) que X(’T‘:c) existe et est continue et dérivable indéfiniment.

Appliquant le théoré{mé de Bochner [-1_7, on démontre alors qutil existe
une fonction monotone ECT‘,G) 4 variation totale bornée et telle que

X(’T‘,‘c) = J*CWtc\E(T:O')

=00
t 1§ ion :
Et 1'on a la formule d 1nvers1on‘q; I/"UQ‘UQ CLU.E (TU) "
i = (s . s _ﬂ_ . - 4
E@s)- EQay = Jm L ) —5 7

pour toutes les valeurs @ ,b ol E@‘G') est continue,
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Nous ferons alors l'hypothése nouvelle (H,_).,
x(rf‘:'c)—» K('c) pour T»00 et Y (T) est continue pour T=0

On sait alors (grBce & des théordmes dus en particulier & P. Lévy /2 7/
et [ 1./ que :

1. La convergence est uniforme dans tout segment&t)ﬂ:), done X(’t) est conti-
nue partout.

2. E@:‘,u’)fp E () 1e sens de 1a "convergence compléte" [2__7 étant 3

- E@mr) — E(v) quand Too , quel que sort O ,

- ch}dE@",(r) __)J%dE@y) quelle que soit la fonction % continue et

bornée’,
PROPRIETES ALGEBRIQUES DE X(f.)

Nous généraliserons d'abord (Hz) en (H/z)*.

("(m, P.T) = Bmm, Ep(tmrﬂ existe et est continue en C .

a. Nous pourrons alors démontrer les relations algébriques suivantes, par déri-
vation sous le 5 , intégration par parties et passage & la limite.

[ TS (nrp)
I r(n,p,t): F(P,m,.r.) = (1) f( (P'c:) .—.L-i)?x (-T)

d'ou en particulier :

r‘(m,p;t:) =(~A )R e b p-h )

)
be D'autre part, le méme raisonnement qu'au I° s mais appliqué & 2? nous

montre que : X"= [,¥ | -g"(tpc)}: 01?/) ¥/(t+’c)]= Je—md B(G)

En intégrant de O & 'T et en utilisant le fait que ¥ (0)= O, on montre que
/ admet une représentation analogue. En intégrant & nouveau et en utilisant
la formule d'inversion, on démontre que la formule :

400
K :j emo\E(cy) est dérivable indéfiniment sous le
) signe A

w o
pinsi () o f (i) THAEG) = (" [ 5T dE()
N~ )

* Pour les propriétés "d'existence", il est plus simple d!étudier la fonction
entre O et T', ce qui supprime tout probléme de passage & la limite. Au
contraire, on verra que les propriétés algébriques sont plus simples en

faisant T o0
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Donc :

r("n,\o,’t)
R’n mT)

R’h-ﬁ.w{\\ T)= L—i)“(fc)"‘“ e JE@)

i

LA (L)ijc' P o CTUEE)

s > e“TAE®D)

h

En particulier, pour “U=0 on trouve :
r‘Lm, P,o) = Hb‘)/xbﬂo)}:Osi h+p est impair,
? np nP  OT
:L..'l) 2 S e o\E(G‘) si \m—\o est pais

Ceci nous permet de calculer la matrice des covariances de n'importe
quelle suite de fonction : :F(m(t)) —1?('“‘) (t+'1:4),¥"(tﬂ:z)... . :?M(tftk)

Ces calculs sont développés en annexe.
LES DISTRIBUTIONS DE PROBABILITES.

Définition et exisbence - dok F‘(T.La): ?—T:’m Erp(¥‘ "D mesure de 1'ensemb]
des k¢ T ou (k) g Yo Cl'est une fonction de distribution croissante, & varie
tion bornée par 1 et qui est familidre aussi bien aux ingénieurs qu'aux mathé-
maticiens, En hydrologie, on la nomme courbe des débits classés. Maisson
utilisation la plus importante est celle de Lebesgue dans la théorie de
1'intégrale,

Nous savons que si (G est une fonction continue 3

Mn{G@) = Joig)arimy)

2
En particulier J\é’ af(ry) = Mp (27 o (On voit que la distribution
posséde des moments de tous les ordres).

Notons aussi que si ,Y_, a, , uniformément sur(O ,T):
F'('T‘,!"sk&) — F(T.9¢y)
d'aprés les propriétés de la mesure sur un segment de longueur finie,
Nous ferons alors 1'hypothése : ,
K S,F quad T
On voit donc que ¥ définit une mesure sur des ensembles de l'axe des t
lide & ¥ et invariante par translation (c'est-d~dire invariante si on rem-

place *g(,t) par _%(tﬂ:) .

On peut, en généralisant, considérer la fonction de distribution & plu-
sieurs variables ¥ (T.4o4.4s-4n) - M E-,-(:Y(t)ué, f(tft.)(.\} (G yw) €
Et sa limite F(\'é""é" \am) .
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Indépendance - Soient deux fonctions % et et soient

F(’T‘,éoé.- Ym) = Ao Er,\{:?(t)s*é.,, - ,X(trc,,sté,,)}

G(7 . 2. = z2)= A m ETL%&) 2o, -G sTa)e Z-.\)S

\\f('l'.‘na‘,%‘. \3,\ 2o )= %m(l‘intersection des deux ensembles précédents)
8i, quelle que soit la suite ( Ty, oos Tmy Muyere Un) ¢

('Ll)’o FGholorsque T-oo uniformément par rapport a («%‘,g DY Re 2, - 2 )
nous dirons que les deux fonctions sont indépendantess,

Come sur le segment (O ,T ) g et sont dérivables, & dérivées
continues uniformément, on peut trouver T ~tel que 3

Mo {g%t) - [’g(t-\-“(’\— g(’cng g€
max { 9t - [r)-D] <e

donc, d' aprds la remarque du paragraphe précédent, i' et 9’ sont indépendantes
si *{l et o sont indépendantes, de méme pour 3™ et 3}")“

W
Exemple : il est facile de démontrer que e“"b et € sont indépendantes si
(condition nécessaire et suffisante} AN et N/ sont incommensurables.

- 8i £ est indépendant de et si M) et Me)-0, on a :

[?.%]:o % [_:?(.t), %(tﬂ:)]:o
[%q.%:9)- B8+ 9)
[_g»,% , ¥(t+1:) & cg(tm)] = L¥ ,’-YQ;*"C)] *]__% 'Y U:*t‘)}

Ainsi, la fonction de corrélation [ (ainsi que le spectre E ) de la somme
2+9, est la somme des fonctions de corrélations (ou des spectres)de ¥ et

de Y e
Application ~ Soit alors une suite de fonctions indépendantes ’-io % g*\
que nous supposons uniformément bornées.

m
Soit Om =% $x ot soit :

Fa la, fonction de distribution associde & £m
G~ la fonction de distribution associde & 3\

D'aprés le paragraphe précédent, on en déduirt :

G« [Foafi - (Fiar, . Fouhy

Par récurrence @

! Gu. For P aFox. . v

Posons : O = f\azo\Fk e[‘gk.‘?"‘]
Se = 20¢ = 5‘3‘()\@“
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On sait alors, comme conséquence du théoréme de Liapounoff, que I a
pour loi G i‘k‘) et que cette loi tend vers une loi de Gauss de moyenne
et dlécart quaara.thue 1.

Nous supposerons donc, hypothése(HL,), que la fonction 1?— que nous consi-
dérons est constitude par une somme de fonctions indépendantes et uniformément
bornées, en nombre suffisant pour que le théordme précédent s'applique.

Notons que, vue la précision recherchée, ce nombre n'a pas besoin d'&tre
trés grand et qu'on peut par exemple reconstituer une houle avec un petit
nombre de composantes incommensurables.

En generallsa,n‘b, on trouve que la fonction de distribution F-().,boAé 43“)
associée & :

)
{‘1? U’-) Qtrt’.) :Y (E+’Cm)} est une loi de Gauss carac-—
térisée par la matrice des covariances :

Onu = H(h(*ﬂ?a), £Q’K)Lfcrcn)] - T [1:“, b )’CK_"CK}

F‘ est donc une distribution "continue" & laquelle on peut associer une
densité P: 9.‘5 et nous aurons :

Pljogs - 40 = ryE s Pl Breynye)

l Ancldéterminant de la matrice Ol ,
B matrice inverse de Oink »

On trouvera en annexe l'expression détaillée de cette loi.
PROPRIETES DES MOMENTS DE L(S).

Considérons la fonction de distribution E(o’), Comme elle est symétrique,
nous nous limiterons & O30 »

On sait que 4 ?Oj(m west convexe, c'est-i~dire que si P, T , ¥ sont
trois nombres positifs s

(b){‘ (p-% < "3lbax) - \Agyz ) %Q‘fk)-%&.__
ha

t
° 4(p) < B 4 pre) 4k yip-k)
haw
Soit alors G‘P Ja mE , on en déduit :
q
6‘9 e-h SG\NK,P-W £ O_\N-u,‘,
hek h ¥
et ) < (M pn) o (myg)

Ces inégalités de convexité sont fréquemment utilisédes.
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Faisons alors 1l'hypothiése [Hsl que E(@’) est "4 support compact" c'est-a-
dire qu'il existe deux nombres Omimet Canortels que :

0% Cmin = E(G')=o S 26mm E@)>o

On sait alors [3_7, [2_7, que

Gmm < G‘Pq < Ormax
CYPC‘ — T e pour P%q —3> 4+ o0

GCpa — Owmm L
En particulier, si nous posons T = }""‘2"\ » la suite O est monotone
et a pour limites Q. et G‘m\mf ™M om-2

APPLICATION.

La considération des quantités GF"I va nous perriettre d!'évaluer les
valeurs moyemes des dérivées de , nous avons en effet :

1220 = Ve < [0 ] "1 o1
H% “ = On “ £M-1“

Ceci va nous permettre d!évaluer le "reste" de certaines formules algébrigues
obtenues au paragraphe "Propriétés algébriques de Y (T)".

Sort par exemple 3

~jg"‘" ! e »ij%%% +-—[f¢>:?("(t')+t]

lorsque ' 5 oo , nous obtenons la formule connue :

[ﬁch £M'L)t+'c) = - [t? ) t) X U:n:)]

Si nous écrivons :

(1) nA)
j $ Loy at - T‘j by P ey de

nous commettons une erreur qui, en valeur relative, est de 1'ordre de gran-

d de : "
o 4 3% Mo
[4™e) PO w)]
na gt\n) ne o) @(") N
4 £ T Yo A (t) tatT

T T30 N5l 18l Tom  0Fal 0

Le produit des deux derniers termes est en général inférieur 3 70,

On a done :+ A< I Yoo su T6m > dooo et T > .‘%_‘29.

«
Comme Om <0, et que %‘;‘ mesure une période apparente de la houle, on
trouve T>/\0Q2 T, » ce qui est en général réalisé assez largement.
n
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RELATIONS ENTRE LE SPECTRE
ET LES DISTRIBUTIONS ASSOCIEES A -g(t)

Cette partie sera orientée vers les relations entre le spectre et les
distributions associées a :Y. « Le spectre lui-méme sera caractérisé par la
suite de ses moments Mo, M, m, Mam ¢ Les trois premiers moments ont
dtailleurs une 1mportance spéciale & la fois parce que l'on pensesouvent que
le spectre général des houles de vent ne dépend que de trois parametres, et
aussi parce que un certain nombre de phénoménes ne dépendent que de ces trois
moments .

Cela étant, on peut se proposer deux buts :
a) Dfabord, il est évident que certaines distributions (les hauteurs par
exemple) sont intéressantes en soi, I1 faut donc, connaissant le spectre, les
obtenir,

b) Mais 1'opération inverse peut &tre plus importante. Certaines distribution:
sont faciles & obtenir en pratique, Elles permettront donc de calculer certai:
é1éments du spectre (voir Introduction).

La plupart des propriétés qui apparaissent ont déjh été étudides par
Longuet-Higgins / 3 /. Nous avons conservé une assez grande généralité, En
effet, si la plupart des appareils donnent un enreglstrement de £(£), il ne
faut pas oublier qu'ils pourraient aussi fournir f ! ou £ au prix de modifi-
cations assez faibles,

DISTRIBUTION DE %(t)El‘ DE SES DERIVEES.

Rappelons les résultats de la premiére partle. La distribution de proba-—

bilité associée & la suite '.?m(t) :ﬁm(t«’t‘,) 3 w@;rc.,‘)
suite dont la matrice des covariances est :

qhk = ‘—‘[.PFI,PK,FCK-T?\)

est P(\é—o: 4 %l\)— XP{ -Bhk
é (2.1\) \[__— LAY A 3
a) Nous allons appllquer ceci & 1 et ¥, on trouve :

xﬂ.

pour £, Pox) = \/5-_3-\/'—?9 exp(-"z ,—,,—o)

pour ¥ p )

u

4
v oreiR)

Ces distributions sont faciles & obtenir, mais on voit qu'elles donnent
1trds peu de renseignements sur le spectre. Seulement un moment pour chacune
d'entre ellesq

b) Distribution associée au couple ;?(t) ’ ?(b’c)

(m.y*2yyz « mo2 )}

P @‘;})%Wh 2) = ;\ﬁ_}-_ﬂaﬁ_xp{ mo?* - Y*
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Comme cette distribution contient deux variables, elle est moins facile
3 obtenir que les précédentes et les résultats seront moins préecis. On peut
tourner la difficulté en étudiant les fonctions CR () = mg [£ £(tn;ﬂ

dont les distributions sont : q) () _SUH'} # t+t)1
2 ¥

'F(u) = J’UJU Py .2) d‘é dz

1-T; 2 (V) Jf p(g,z)dz‘dz

Les dlstrlbutlons i et T2 sont expérimentalement aussi simples a
obtenir que les fonctions P,-et P2 précédentes. Elles dépendent des
parametres Mo et Y(T) et permettent donc d’obtenir ces deux nombres,
Nous n'insistons pas cependant car la méthode est trés lourde,

DISTRIBUTION DES POINTS SINGULIERS ASSOCIES A a?(t) OU A SES DERIVEES,

»
Nous allons étudier les points définis par 1'équation du type (+T)=a

(T et & fixés). Ces points constituent sur 1'axe des t wune "population"
(un sous—espace) sur lequel on peut définir et étudier une probabilité.

Posons N @:a) nombre de points sur (O,T) oh ‘2:& divisé par T
N @ -a) limite quand T30 de Ngy(f=a)

Soit alors une fonction q) quelconque. Nous considererons de méme :
{g o C§> e(% (j-rdu})}
Z£=Q D¢ L‘-j, ,\3+d‘j,)}

Et nous aurons la "probabilité" définie sur la suite g o]

€ + NC? =a, C\)e(\»} +d)j
{¢ i dj)k N(£ a) R

Ces définitions, (calquées sur la définition de la probabilité condi-

tionnelle) sont parfaitement cohérentes et analogues & celles de la premdre

partie (mais on opere sur une suite discrdte et non sur des intervalles).
De plus, il existe un lien entre les N7 et les ¥ déjh définis, On a en
effet :

Nop($-o) =S’§,@=a Pl)ixlde = 2 S P 2hx) % oo
B © ’ si la loi est symétrique eng
NT(JT?:Q'C‘):%):SDP'“@:Q %:m ¢=\5§\x\4x =2 CSOPT@=Q Pl & :-Zoccdx
(Nq\désigne ici une densité en "ﬁ—)

Et & la limite :

N-a) = e as)imie
N@'O &= ‘} ﬁ[g =0, {2x,0= ‘3] [eldx (N densité en ¥ )
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Les démonstrations sont reportées en annexe. Les N1 ou les N sont

d'autre part plus faciles a obtenir par comptage que les p .

2

Nous allons appliquer ceci & quelques points particuliers.

Intersection avec des horizontales —

N@-ay - 2 exp (- 2 " )eax = No exp(s2E)

No{‘_lml =_‘,‘()"2

En généralisant irmédiatement on obtient 3
NE®a) - N explz2=). N 4(’51 A
( ) P P(2 mﬁp) p= ——J——m% A Cap

!
Distribution de 'E quand £=O 3 maximgs et minimas -
Me © -My

La matrice des corrélations de 'gg ’8 ! est

o My, o©
m:.mL,O m;’ m oo My
La mtrice inverse o A Q
m
*Imy omm,

en posant A = mgmq-m:

4 e X2+ 2m, %X, X +MoX3 }

D'ou pe {9:x4,£ =0, gu xa& —%m' X
et NH:'&, /¥ =0 :?'ko} =5 p xzdx, N
o n= F

Les calculs ont été faits par Longuet-Higgins. On pose {62 = A
Mo mu

Et on obtient : N = N P(V)) e fisg
PO) =Hovk [6 "-XP( 3 0i) +@-€2V% yexp sz nt) S Qxha(j, x2)dx

(2p-1)
Généralisation. Distribution de -'? quand 2 = O -

Posant Aozp Mo Myyp - mlp
eozp Aozp/momw

= ’JZ
0 -1 ZP A b Xa 4 27 2 XX 4 M, X
ot PH a;f O $ x@} 2113’5 \I_AozP m%e:p[ “* Pa) oz; > 3,]
Dol N= 2p-4 &(D) " eub) -

*(V)), %/“k e"%% 4 b/eozp) @ €°"P) [)CXP (%5 ) €)<k>(- 2’6) dx
P(r» et lo(\r)) sont donc identiques en remplagant € par éo,_P
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Distribution de :? quand ¥£O. Points dt'inflexion. — Le calcul est analo-

gue au précédent, mais la matrice stécrit :
mo "h\; [a]

-Ma my O

. " o O Me -
D!ou N(Qem,, £=o) = 23\%\]_&7“_; S“P{‘%_(%xz‘*%yj}d%
Nig=x 1%). N“@Z exp[-4 %mcﬂ

Généralisation. Distribution de £ quand ¥ ("b).__-,o
On obtient de la m8me facon :

[ 2p) Jm Mip 2
=X AL = Jhp  exh |4 P ]-
.NL# 4 £ O} Nl]: m Aozp P 7 Ko—zhp- A
Les distributions sont donc cette fois des distributions de Gauss.
On peut généraliser encore en remplacant :E par f“‘), il suffit d'ajouter

2K aux moments considérés, On voit ainsi gqu'on a obtenu la distribution
générale de :?u’) quand 3(""‘”:0

Intersections entre g(t) et £Lt+'t) ~ Nous ne dirons rien de la
distribution ¥ quand :Y(tn:):o, qui est facile & obtenir mais sans intérét.
Par contre, une autre fréquence est plus intéressante, clest celle des points

ot f(t) = »? (ksT)

Posons : Z = ?(t+‘t)~£tt) NCZ:O) = [Z;Zl:}
Lz/,zllz 2 mz—\ﬁ(z)tt) LZIZ]: Mo -Y (T) [Z,Z]

17 (%)
o N[ B« 2 [EED - (B
o NR o] - 2JBSS -fmeT e
Quand T devient assez grand | (T) et Xtt) -0 donc N (T) » No
Quand - © , nous avons XLZ)CT:)': mz_ml,'pi_"+ ..
ch) = Mo -m, ‘F{—r-«
Donec NL‘c)_)J\I:‘

MOYENNES ASSOCIEES AUX POINTS SINGULIERS PRECEDENTS.

On est trés vite limité par la difficulté qu'il y a & calculer effective~
ment ces moyennes. I1 semble que seules les amplitudes(différence entre maximas
et minimas)peuvent donner lieu & des moyennes faciles & obtenir.

Notons ainsi la moyemme des amplitud?‘s (Longuet-Higgins)
Ma= 2NWL (2omYE (1-€2)%2

Et, de méme, la moyenne des amplitudes de
v 2
My =2m, (yn)* (1- €3
CONCLUSION

Ainsi, pour obtenir les trois premiers moments, nous avons vu quelques
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méthodes simples :

’
1o Le comptage de No@ =°B et de N, (5? =o) qui donne Mafn, et Mygy
2, Le comptage des fréquences N(’.f=0> qui donne M%“oet me

3, La moyenne des amplitudes gqui donne une relation entre Mo et € . Il
suffit donc d'associer 1. et 3., ou 1, et 2, C'est cette méthode qui a effec-
tivement été retenue & Chatou. I1 va de soi que la mise au point d'appareils
de comptage différents pourrait conduire & utiliser des distributions diffé-
rentes parmi celles qui ont été étudides.

PROBLEMES PRATIQUES LIES
A L'ENREGISTREMENT DES HOULES

Cette fin d'étude est consacrée & deux probleémes pratiques 1iés & 1'explo:
tation des enregistrements de houle.

Un des types dlappareil utilisé (capteurs de pression) enregistre non pas
la fonction (&) mais une fonction () qui lui est lide (pression sur le fond
au lieu de dénivellation en surface). On peut admettre que 1'on passe du
spectre de :E & celui de au moyen d'un facteur correctif K(s)connu. I1
nous faut donc étudier les problémes posés par cette correction,

L'autre probléme est celui de la présence de "fonctions parasites'" ou
dferreurs quelconques : le déplacement du niveau moyen, la présence de phéno-
ménes d*agitation non liés & la houle en sont des exemples. Certains de ces
phénoménes sont connus et on peut essayer d!évaluer leur influence et d'en
tenir compte. De fagon plus générale, il faut évaluer la marge d'incertitude
sur les résultats obtenus.

RESTITUTION.

Si le spectre est continu, ce qui est le cas général (et le cas discontinu
ne nécessiterait que de faibles modifications), on peut poser :
dE () =44 A©)de . La présence du facteur }5 permet de ne
considérer que 1'intervalle[o¢ & < o0 et d'avoir :

ol m
Mns . 07 Ads

*
Le probléme est donc de trouver le spectre A(O‘) en surface connaissant A(G'b
I1 est résolu par la formule :

A%(G) = K& x AW)

K@) - Ch@—%‘_—d‘) facteur correctif.

En fait, nous ne pouvons nous contenter de la formule précédente, car nous
ne connaissons pas directement ﬂ/‘g\(O')‘, Notons que si @(U) est la transformée de

Fourrier de K(&) U
)= 5 (- K©)d
W) ) 8 )de

on a 3 \6*('5): \6* B = (Si:o]f(t—v)e(l))du
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Mais nous désirons résoudre le probléme par des procédés algébriques
n!'impliquant qu'une connaissance partielle de A ©) . Nous sommes donc amenés
& chercher la suite Mo, m,", . m:m connaissant Mo, M3, W, Et, confor-
mément & ce que nous avons vu dans la deuxiéme partie, nous nous intéressons
surtout aux trois premiers moments.

Considérons une expression approchée de K©) au moyen d'un polynome,
D'aprés (Hs) il suffit de réaliser l'approximation sur le segment (S Smox ).
Ce probléme est toujours possible et nous pouvons poser :

K(®) ® Qo+ @2 0% - 4+ Qg™
Nous aurons alors :
YY\*;, = QoMo + Qz'\'\z-)- - Q’-szp
»*
Ym; = OoM™Mz + Clamy+ .. + Qz\o Maps2
YY\Z,“:: Q°m2m+ q,_mzmn + GQ_PW\Q_P*M

On voit que la connaissance de N moments en surface implique celles de
('1\4-\:) moments au fond. Nous nous limiterons & 2pb=4L 4 ce qui est cohérent avec
les hypothéses déja faites.

Nous aurons alors ¢
Mim = Qo Mg, + Q2 Mam,a + AL Mamay

0

2 2
Olo Mayn + Q2 Mg, ., +Qy mm*l‘k + Qy mz,,“k[/\“ ™M oamr2
Mam Mam Mamal

]

M o K("l‘_”ﬁ_%)
Miom

2
PR
K( 0—2’“*2.) h."'\qﬂ, i 12.

m:m = mme(o‘L’m-n.) [4 +

Cl'est de cette formule que nous allons nous servir. Retranscrivons-le
pour N =0, T et 2, On trouve :

mey = A e g2 ol
o = e K@) {4+ e €k Se o
Mm% = My K@) {4y Qe g2 52 572
2 2 ){ R 66 C¢ O
* a 2 2 2
m, = m, K(G—g){/“f‘ K(‘&é)ex O - O¢

a2 2
On voit qu'il subsiste un certain nombre d!inconnues : 62)67 et Og )0":.
Mais nous pouvons remarquer que le terme ou ils interviennent est un terme
"complémentaire" et que nous pourrons faire des hypoth@ses sur é; et 628
sans prendre beaucoup de risques d'erreur.

Nous savons déja deux choses
. z 13
a) la suite Oy, est croissante,

2
b) la suite €, est décroissante et tend vers O,
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2
Nous supposerons donc que Ogm est une suite arithmétique.

Nous aurons alors :
2 2

= Q. 2
6-9_ * éL', = T\_‘L.—.
S, =04 R o+ W
G_‘L 61 " 1.)T\t 2"\ Rl
wm = L"’L‘ G"...(‘h ‘)-\;‘1

4 2 2 2
Posons alors )\2,“ So = €am C2nSam-2

2
Nous aurons facilement : ’\7.m -B. L/j + (n- z)T\ ]

Diou

* m Qy 0-2. Rz
Man = Mo KOam.a) 1 [ K (Cam) szm .

Ce que nous retranscrivons pour les trois premiers moments, appelant
€, € et remplagant /(;-~ par sa valeur :

Y

*

Mo

2 2
[0 FRNY E
Mo H((32) ["* ey '4~e*]

1

* { 2

my = S Quow _&
2= Ma K (OW), l/u con 62) ]

mi = m, K (O) |4 Ouss ,a ez)]
4 % 6)[ + < 5 @ ) +

Remarque — Etude de K(&) - Les formules précédentes ne sont valables ¢
si les termes "correctifs"” méritent effectivement ce nom, c'est-a~dire sont
suffisamment petits., Comme 1'on a :

K= <h G“d\) K{C\%’G""} nous aurons des inégalités portant

‘;2/“% met CL/TI%G;MV On aura & vérifier deux conditions :

a) QOu T2 €e2(+e?) ds 1'ordre de €* (termes correctifs faibles).
Ky (AHvex)?

Cela nous donne :

I‘Tmoy 2 m I TmOy = 9‘“/0;

b) Omaxdoit &tre tel que 1'approximation parabolique soit encore valable,
Nous admettons que ceci est réalisé si c;\/f° <,. y ce qui conduit & :
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6-'l"nox min > 3d l

On voit ainsi les limitations de 1l'appareil suilvant les valeurs de d N
Pratiquement, la zone intéressante est d<4Om,

PROBLEMES LIES A L'INCERTITUDE DES RESULTATS.

Supposons qu'a la fonction 2 étudide se superpose une fonction A?
parasite due & n'importe quelle cause (déplacement du niveau moyen, réactions
de 1'appareil, etc..). Nous allons voir que 1'on peut passer des résultats
relatifs & :?a. D & ceux de :g a condition du moins de commattre DY , De plus,
si A‘% est suffisarment faible, 1l'erreur introduite est négligeable.

Une premiére difficulté provient du fait que, tandis que ‘? représente la
houle et satisfait donc aux hypothdéses (H, & Hs ), A¥ ne représente rien et
n'a gucune raison de satisfaire & ces hypothéses.,

Mais en fait, ce n'est pas & A? que nous nous intéressons, mais a A‘?
de O & T o Nous pouvons donc remplacer A# par une fonction périodique de
période T' (qui satisfait & la plupart des hypothéses, mis & part celles condui-
sant & la loi de Gauss). Les résultats expérimentaux seront les mémes car les
opérations faites concernent toutes le segment(O,'I‘)o

Enfin, comme 4g(t)n’a. aucune périodicité en T , NoUS poOUvons Supposer que
‘=2 et AY sont indépendantes. Nous supposerons aussi que IA est 2 moyenne
nulle car s'il n'en était pas ainsi, nous ferions une translation de sur
1'axe des ordonmées, La fonction A:K ainsi définie a des fonctions de distri-
butions faciles & calculer et identiques & celles obtenues sur (O, T). Cela va
nous donner les fonections de distributions de :? + bﬁ. o

Etude directe des fonctions de distribution —

Soit ‘:(%)h, densité associde a ¥
wt\_z) I "

Iatd
ay v BN

L'application des théordmes sur les fonctions indépendantes nous donne :

q(-.é) = F*GS =J’P(\g-u)w(u)do

(24

Cette formle résout le problime, mais nous allons,corme G3(V) est petit,
utiliser un développement en série :

P(%-u) = ’P(ta) - v bly) +%:“ )p"ué\,, . (-1)"‘ }:Tfag,) Ut

Nous aurons donc :

ol(t,}{) = p(ga) 3 H_.iz_ b"“})*' - - +(-1Y\ \-%1\‘ T:(“E%)a-
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oo 0
Avec rkm z " @ L)du = -Mrp [A¥] ek on
-
~ n
Si Ag est bormée par A on a ﬂ,‘,[ﬁ¥ ]< A s d'olt une convergence
assurée de la série précédente et une évaluation de la différence entre }:; et
q- En particulier, si A est trés petit q(t—}) ~ Pbﬁ)

Généralisation ~ Le calcul précédent se généralise aux distributions & plusieun
dimensions, Ce calcul est fait en anmexe. On peut donc , en intégrant, obtenir
aussi les distribubtions des maximas et minimas.

Autre méthode — Une méthode différente est de considérer directement le
spectre de la fonction (périodique) M’ o Ce spectre est facile & obtenir et
en particulier, on peut trouver la suite des moments Amo,ﬁ ™y e D-'m,\

Or, on a vu‘dans la premiére partie que, aussi bien le spectre que les

moments ou la fonction de corrélation Y (T) stajoutent. On aura donc L +AE ,
b A\( et Mgy Dm,,o En particulier les fréquences d'intersections seront :

Nﬁi\,m»_«:m N, =2 ’mwm
m Mo + Amo M LT RPN PY
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ANNEXE A LA PREMIERE PARTIE.

Nous allons calculer quelques—unes des mmtrices de corrélations le plus
fréquemment rencontrées. Toutes ces matrices s'exprimeront au moyen de la
fonction Y(T)et de ses dérivées, Comme XM)(O) =07 M nous avons
aussi fait intervenir les moments Mg wn, m,, o

a, Suite T_‘?(t) . -‘gl(t) ft))(t) - f@'&)j M pair.

. . ¢
La matrice s*erit :) 5 _m, o NN
o m o " . o
A4t
-m . ~13)*
2 0 my o 1 m,,,

O - my 0 Mg ... le)

e " 4’ _—— iad .- —

("1)‘2 m, (—1)14'”\,“*1 st o Man

b. Suite [36), %) 2Tt , 2 v Ty

La matrice stécrit , " "
Mo \6‘ {t4) Y[(T:w'\:n-) I (t)‘*tr"'ti)
‘ £ (3
Yy . Py Y Ty
ATy YT Me Y9y
" \ Wy w
Y CWTATy Y CaiTs) ¥C 5) Mg

c. Notons que, lorsque la distribution est continue et symétriqufe, nous avons,
en posant dE(5) - 1 A

¥ = J’ A) cos(o)ds ¥ © =C£°7\(G) 46" = M,
¥' o) =JwA(0’)¢ sin (o) ds” Yo =0

et, plus généraleme;t :
@ = )" Sj cosgty ST A@ A P () = (1Y Mam

+} o0 41 QM\"‘\)
¥ ™) = (—ﬂm‘j cmlgT) O A (e) = ©

Ces formules sont utiles parce qu'elles font intervenir uniquement des
variables réelles. Elles montrent que la connaissance de ¥ (T) et de toutes
ses dérivées (ou de A(c) ) permet de calculer facilement les matrices de
corrélations précédentes.

ANNEXE A LA DEUXIEME PARTIE.

!
a. Supposons que "'?Lt)soit une constante (La fonction &t)serait alors composée
de segments de droites reliés par des saubs) .

N ¢tant le nombre (aéja défini) des intersections avec la droite :g: o et
da,dx deux variables relides par do - |¥’l dx
Nous avons :

ZNT; dx = Nidx = ’p_lg:cx) da, sek Ny ’P@‘O“) \2 I\

De méme, si nous définissons :
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N+ = nombre de points on l:?-@ ex 4’ e(xé ’j*d‘a\} nous avons
_ Z e Nedesplea e deqpan] 1§
doit Nt = ’pT{J; a et C})e(ij ké«\dlj,)j H? \
définissant une densité N = N; on a. t:@ , &= %) 121

b. Si nous revenons au cas général ou ‘.¥ (t) est variable, on voit qu'il suffit
de considérer les probabilités composées :

R,{i:o,c?’:’):j et 1),“{—$=Q,‘¥;x,)(1\>=\j,}

et que les formules précédentes se généralisent en :

N, -_-‘/?T@:okq;m) e dlx
NF - /T e 3 gy el

qui sont bien les formules données dans le texte.
ANNEXE A LA TROISIEME PARTIE.

La généralisation des forrmles données dans le texte au cas de distri-
butions plus générales & M variables ne présente aucune difficulté théorique
et n'est qu'un exercice de calcul.

Soit un espace a dimensions. Nous introduirons les notations suivantes:

XGoyos wm) ot Y (Y, - )én\) vecteurs de 1'espace,
(dX) = dx,dx, .. dxm é1ément de volume,

A»Y  est bquivalent & X123y, XprYe . Xm>gn
Cette relation d*ordre jouit de la propriété fondamentale suivante :
X»Y & X »VY’ entraine X+%x' > YaY'

Dans un tel espace, la notion de distribution de probabilité est trés facile
3 définir. On peut définir soit la densité P(Xo)

'P(Xo)@)() = ’PV [xo & X &L XO‘P dxl
soit la distribution F

F(X) = palx « X} - J P(X)dx)

Et 1'on a dF(X) = p(x) Lc\x) Sl la distribution est contimue.

Soient alors une variable X de fonction de distribution ¥ et b,
et une variable VY de fonction de distribution ¥’ et p’

Si elles sont indépendantes on g :
?m[xo & X&Xadx k& YoV« \/+o\‘/:‘ = POG) P/(\/O) KO\X)@\/)

D'on il est facile de voir que, si G, g sont les fonctions de distri-
bution de la somme X+Y , ona
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G(Xo) = /F(xo-x) AF (%) =J"F'(x.-x) 4T )
q(Xo)sz (_X0~X.) d?loq :J’P(Xo-x\) -P’(X)@X)

Soit, en abrégé

= P*’P,

Nous sommes donc arrivés & la méme formule que dans le cas de deux

variables.
o

8i X désigne la variable associde & -)i-(t) £(Pzt*t?) i (t+Tq) - Xﬂt *Tm)
Y A’%Lt) Agﬁ:vcﬂ B‘Y(t»,'t.‘ . MU:\L Ta)

La formule précédente résout compldtement le probléme posé : trouver la dis-
tribution de probabilité associée b (£4+ AP ) et & ses dérivées.

Bien entendu, on peut faire un développement en série de p , la formule
précédente s'éerira alors

A A e N
q(xe) = F(")*lbxmahﬂk %‘”zxﬂ&mh a

Avec :

F"‘q"'z- bn, = jm“qr’% Koim P’(x)@X)
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