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REMARQUES SUR LE CALCUL DES AMPLITUDES DE LA HOULE 
LINEAIRE ENGENDREE PAR UN BATTEUR 

J. Kravtchenko 
Professeur a la Faculty des Sciences de Grenoble 

I - BTfRGDUCTION 

On doit a Havelock et a Biesel une theorie de la generation de la hou- 
le plane, mono-periodique, sample de Stokes, le calcul de 1* amplitude 
de la houle progressive, produite par an batteur, constitue le resultat 
le plus saillant des auteure precites. Nous renvoyons le lecteur an m£- 
moire original de Biesel pour tout oe qui concerns la mise en equations 
du probleme, dont nous ne rappelons ici que l'enonce" d^finitif. 

Dans le plan Oxy, de la variable complexe z ■ x + iy, envisageons 
un domaine D, d^fini par lea inggalites ; 

O^ oc ^ ©o    ;       0^\/4 ft. (1) 

ou h est une constante positive. 11 s'agit de construire da»s   D   une 
fonction hanaonique u(x,y), finie et continue a l'infini, finie et con- 
tinue dans   D   et sur ses fronti£ res (ainsi que ses deriveea), saif 
peut-etre, pour z ■ 0 et z » in, assujettie a verifier les conditions 
aux limites ci-apres : 

pour 0 ^ x^oo ; y - 0 (2) 

pour 0 ^ x£<x3 } y » h (3) 

pour x-0 ; 04 y ^ h (4) 

= 0 

~b u k u. 

*!» ■% 

"da - k f (y) 
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Dans ces formules, f (y) est une fonction donnee h. priori,  que poar simpli-r 
fier, nous supposerons douEe de la derivEe troisieme f'"'(y), finie et 
continue poor O^y^h 5 k ™2ir/T, T    Etant la pEriode da batteur  ; eof in 
g   designs, suivant 1'usage, IfeccElEration de la pesatoteur. 

Lorsqu'on a la solution explicite du probleme aix limites qui pre- 
cede, on peut discuter toutes les particularitEs de la propagation de la 
houle de Stokes, engendrEe par un batteur effectuant de faibles oscilla- 
tions sinusoxdales simples, de pEriode T, autooc de la position moyenne, 
supposEe voisine de la verticale Oy. La forae du batteur et  son mode 
d'articulation sont lie's simplement a la fonction f (y). Ilappelons pue 
pour un batteur piston on prend : f(y)  = e = Gte et pour un volet bat- 
tant, on a f(y) = 4j- y    . Dans ces formules, e    est l'Elongation maxima 
du volet et il va de soi que pour rester dans les cadres de la loi li- 
nEaire de Stokes, on supposera f(y)» f' (7) et fw(y) petits en va- 
leur absolue sur tout 1•intervalle C'^yih. 

Le probleme aux limites ainsi pose" a EtE rEsolu par Havelock (et 
discute* en detail par BiEsel) au moyen des develqppements en sEries. 

L'objet de ce mEmoire est de completer sar quelques points les con- 
clusions des auteurs precitEs. . 

Tout d'abord, rappelons que u(jc, y) prEsente des singularitEs aux 
points z - 0 et 2 ■ in. A notre connaissaice, 1'Etude du voisinage de 
z •» in n'a pas encore EtE faite. En revanche, BiEsel a dEtenninE la sin- 
gularitE de    u   au point z =0, et ce,a partir du dEveloppement de   u. 
en sErie  ; il en resulte que la discussion esige des calculs parfois 
laborieux. XL nous a paru a la fois plus simple et plus rigoureux de 
faire une  Etude a priori de ces singularitEs. On a ainsi immediatement 
la justification des dEvelopperaents en sErie et, en metae temps, la dE— 
monstration de la validitE des solutions formelles, obtenues par Havelock 
et BiEsel. De plus, on peut discuter en toute sEcuritE la portEe physicjie 
de la theorie due a ces auteurs. 

En second lieu, nous Etendons les formules resolutives de BiEsel au 
cas d'un volet battar* simple dont l'axe est placE au-dessus de, la sur- 
face libre du liquide et dont 1'extremitE infErieure atteint le fond du 
canal. I'Etude de ce disi^ositif se ramene t res a implement a celle de la 
conbinaison d'un volet battant a axe immergE  (situE au fond de la sec- 
tion du lit) et d'un batteur piston 5 pourtant, cette remarqae ne semble 
pas avoir EtE faite jusqu'ici* 

Enfin, nous comblons une lacune de la thEorie de   Havelock et BiEsel 
et nous demontrons que la suite des fonctions propres,  introduites par 
ces auteurs,  est complete  ;  il suffit, pour cela, de s'appuyer sur quel- 
ques rEsultats rEcents de lEvitan. 
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Au total, notre communication xie contient guere de r^sultats nouveaux 
poor un technicien. iiais il nous a paru utile d'apporter un pea plus de 
simplicity et de riguear a une theorie aussi itaportante,au point de vue 
des applications, que celle de la generation de la houle. 

II - ETUDE DES SINGULAHIIES DB ii(x,y) 

Cominencons par une demonstration intuitive du fait que u(x,y) pre- 
sente des singularites en chacun des points z ■ 0 et z = ih. ; la verifi- 
cation rigoureuse sera presentee ulterieurement. 

Si   u   e"tait re"guliere a 1'origine, les de'rive'es. secondes de u y 
existeraient au point x = y = 0 et on aurait  : 

"fc2 u I3- u. 
doc 3y     Bv/ "boc (5) 

Or on a, en calculant les deux membres de  (5)  a partir de (2) et de ('4) 
respectivement  : 

~boc "&y 
pour x ■ y = 0 

 X^-  = kf'   (0) pour x - y - 0 
l>y ax 

11 s'en suit que si f * (0) / 0, la condition ne"cessaire (5) de r^gulari- 
te* n'est pas satisfaite. 

Un raisonnement analogue montrerait que  (5) ne peut etre verifie* 
pour x = 0, y = n que si : 

gf'(h) - k2f (h) 

Bien entendu, le raisonnement precedent n'est rigoureux que mo- 
yennant quelques precautions  ; il faut preciser les propri^tes de 
continuite des valeurs frontieres d'une fonction harmonique pour 
avoir le droit de calculer les derives secondes corame il vient d'etre 
fait. On verra que la justification de ce point est immediate le long 
des bords horizontgux de la bande D. Un lecteur soucieux de rigueur 
trouvera au chapitre III de ma these, cit^e dans la bibliographie, 
la demonstration du re"sultat que voici : si f'"(y) existe, est finie, 
continue pour 0 ^ y ^ h, la relation (4) peut etre deriv„ee en y une 
fois pour 0 < y < h.. 
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Snongons mainten'ant quelques proprie'te's el&entaires de re'gularite' 
que u(>x,y) verifie sur la front ie re de D. 

D'apres les hypotheses faites, u   est finie et continue en chaque 
point de l'axe re"el. D'apres  (2), la fonction3u/&y, harcaonique dans D, 
est prolongeable analytiquenient par syme'trie a travers cet axe. On peat 
done definir   u   dans la demi badde D1   : 

au m.oyen de la foitaule  : 

u(x,y) = u(x,r y)  ;04x4cx»;0^y^h 

Ainsi la fonction harmonique u, reguliere dans D', est paire en y 5 on en 
deduit  : 

Comme par hypo these, "du./'bx est continue dans D et sur la frontiere de 
ce domaine, sauf, peut-Stre,  a l'origine et au point z = ih., on voit que 
cette fonction, harmonique dans D', verifie les conditions frontieres j 

^UJ°^) - kf (y) pour 0 ^ y ^ h 

(6) 

^foy) = kf (- y) pour - h* y 4 0. ox 

D'apres ce que nous avons vu tout a l'heure, on peut deriver en   y    ces 
relations.  Ilvientdonc  : 

K^f= kf<   (y) PoarO^y^h 
^ (6») 

.*"-M)=- kft   (_y) Pour-h6y^0 

Ainsi, la fonction "Sty'ox., harmonique dans D', est continue le long de 
l'axe iniaginaire  ; par contre, la fonction <^/by (du/dxjegalement har- 
monique dans D', est continue le long de l'axe imaginaire, origine ex- 
ceptee et subit en ce point une discontinuity de premiere espece,  a 
moins que f•(0)  ne soit nul. Le determination de la singularity que 
pre"sente alors u(x,y) au point z = 0 est alors dlementaire. Yoici une 
maniere partidilierement rapide de conclure. Posons 1 
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w(z) = u + i v 

v(x,y)  e"tant la fonction hartaonique dans D',  conjugate de u ; d'apres les 
hypotheses faites sur u, w(z) eat holomorphe  a l'interieur de D'. Si on 
de*signe par le symbole R la partie re"elle d'une expression complexe, on 
a : 

dzw)     -a2u 
dZ.* v    dz.*- ' 

Si alors on introduit la fonction 

1x.~by 

FW—^ f>^2' (7) 

ou le logarithme est pris avec sa determination re*elle pour z re"el et 
positif, on verifie immediatement, ea e"gard a (6') que la fonction har- 
taonique dans D*   : 

t-ft-"^ 
est nulle a, l'origine et continue  (au sens de Lipschitz) le long da 
l'axe itnaginaire dans le voisinage de ce point, puisque f"(0) existe. 
On peut done ecrire, pour z = iy : 

lR[iJZir-f(zII-°^0 
ou 0 (ly\)  designe, suivant l'uaage, une fonction d'ordreJy|      . Le r6- 
sultat classique de Jfatou (on se rapportera, par exemple, au chapitre 
IH de ma these pour 1'etude des modules de  continuity,  a la frontiere 
de leurs domaines de definition, des fonctions analytiques) permet alors 
de former le deVeloppement limits (a    etant une constante reelle arbi- 
traire)  : 

i,JL|L=l
r(z) + ia0to(zlflQz) 

d. z2- 

d'ou. l'on tire eu egard a (7)  : 

w(z)=-J-f'(o)z2  lo^Z  ^C2+Cl+[ao+4-|f'(o)]2^0(23^) 

ou. c et c    sont des constantes. On pourrait uieae pre*ciser la fonae du 
reste 0(    Z?loa Z )  } mais cela eat sans inte"ret pour les applications. 
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i.6 
Posons : z ■ P & 

C - a + bi ; 0    = a   + bi 

En separanb le re*el de 1' iiaaginaire dans la formule pre'ce'dente, il vient : 

ufcy)--!L f (o)[(x*-y*;bg f - 2x*,e]+[a0t| i f '(oj](x2 -/) + ax-by wO^ioj f) 

On voit done que  $ 

^=.M (o)(xLo8rye+ |)+[a0 +b± f»] oc +a + 0 (f
2 U^pj 

Cela se re&uit par x = 0 a : 

^M=kf (o) y*a +o(^ loo rf, 

relation qui n'est compatible avec (6) que si «: 

a = k f(0) 

De meme on trouve  : 

|=f^oH^K+0C9-{){aj+3?f'(o)]i'-bt0(r2hf) 
formule qui n'est compatible avec la condition limite  (2) que si i b - 0. 
En definitive, nous avons pour u(x,y) le developpeiaent limits, valable 
dans le volsinage de z * 0 s 

u(x,y)o-£ f' (o) [(*a-y2) 1*0, l/^f-2x^ arct^Ua^I 1 f (o) fe>-jp) 

ou a1  est une constatte arbitraire. 

Notre re*sultat differe de celui de Bi^sel en ce qu'il donne la forme 
du reste du deVeloppement limits, dont cet auteur fc»avait trouve* que le 
terme principal. 

Bappelons I1interpretation physique de la formule obtenue ; Hes vitea- 
ses du liquide ai point z - 0 (e'est-a-dire, ge*neralementf a 1'articulation 
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du volet avec son axe) sont f inies ; par contre, les accelerations y pre*- 
sentent un infini logarithmique. Nous renverrons, pour la discussion d£- 
taillee,  a l'article de Biesel. 

Passons maintenant a, l'^tude du sroisinage du point z ■ in. Introdui- 
sona la fonction U(x,y), d£f inie par : 

U = M_Js!_a   ; (8) 

U   est hannonique dans D, nulle pour y = ht Q£x^©a(cf (3))» les hypo- 
theses de r^gularit^, faites au sujet de u, nous permettent d'effectuer 
le prolongement analytique de   U    a travers la demi-droite y = n, 
0£   x^cxj. Faisons, pour plus de compodite*, le chaagement d'axes s 

X-x;Y = y-h;Z=X+iY. 

Alors U(X,Y) est de"finie dans la demi-bande D" : 

0« X^ooj -b^Y<h 

au moyen de : 

U(X,Y) --U(X, -Y) (9) 

En raisonnant corame pour z - 0, on justifie la le*gitimite" des deriva- 
tions ci-dessous (Cf .4)  : 

INSs-f ^^'^-Tf (**>>--<*<°. *-° do 
Compte tenu de (?) cela donne s 

iyL=_kf'(fi-rJt -^  f (K-Y)  Pour04Y^h, 1-0 

On voit done que la fonction U(X,Y) pre"sente au point Z « 0, une singu- 
larity du meme type que u(x,y) au point z «■ 0 ; car la fonction'^TJ(X)0) 
sabit une discontinuity de lere espece j "&X 

^[fW-f'W]. 
lorsque le point Z «■ iY traverse l'origine par valeurs croissantes de Y. 
Si done on pose t 

W(Z) - U(X,Y) + iV(X,Y), (11) 

oh V est la fonction harmonique dans Dn, conjuguee de U, on a le developpe- 
ment limit e" : 
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■   ir 
r^-^-^h^zio (^^jtcz+d       (12) 

» 

ou C de"signe une constante imaginaire pare et G. une constants complexe 
et oil on a pose" Z ■ ft e    '   . Pour passer de la a la fonction u,(X,Y) - 
u(X,Y + h), on introduira la fonction analytique, holomorplie dans Dn j 

w,(Z) * u_  + iv- 

On verifie aisement que. t 

en sorte que d'apres (ll)  j 

<tz * 
II s*en suit que W e"tant connu, w.  s'obtient en integrant liquation 
differentielle pre'ce'dente. 

On a done, C? e*tant une constante t 

kVtz       )£iz C kHz 
Wi  (z)=Cze     a,   -ie   ^  J W(z)e    q     cLZ 

II en results en appelant C, C_, C2 des conataAtea complexes arbitrai- 
res, qui peuvent etre distinctes de celles qu'on vient d'introduire t 

v,(z)»ijf'(*)--£ f (fijl z2 l^2tc+c,ztc2zr+o (^ 4 fi) 

En poaant t 

A ♦ iB ; C-  » A + IB | C2 A2+1B2 

on en de*duit, en se"parant le re"el de 1'imaginaire j 

u, (x,y>£[f '(*)-•£ f (ff (x*-y2) ^ ft - 2 x ye,] ♦ A2 (x
2-y'J 

- 2 Bz Xy + A! X + A +0 (p3 l^ ft) 
H res*e a fixer le choix des conarbantes replies da second membre. 
A cet effet, e*crivons j 

Mi.= jJf ft)-iif (&j| (2X Loo fi-2y91+X)+2fl2X-2B2y+A1+0f^^f) 
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Pour X m 0, Y < 0, on a ;  Q* =--0—  . La forraule pr^c^dente se rdduit a 
[Of (4)]: 1 1 

-.kf(h*y)-kf(h)+kyf(h) + o(f4«) 
Oela ezlge que : 

De meme, on trouverait : 

u(X,0)  . A + Aj.X+ 0  (fj^fj 

et  j 

d / 

Eu egard a la definition de u,(X,Y) - u(X,T + h) = u(x,y) on vott qoe (3) 
ne peat Stre ve'rifie' que moyennant : 

A = 0 

Hous pouvons conclure : le developpement limite" de u(x,y) dais le 
voisinage de z « in, s'e"crit : 

(3-h) .d, J£] ♦ A2[x'-(a-l,f] ♦£ f (b)x(S-hj* kf(w)**0 (£ U,R) 

ou A„ eat une constante arbitraire. 

En definitive, la fonction u(x,y) presente au point z » in, une sin- 
gularity de m&ae type que u(x,y) pour z = 0. Cela     acheve de justifier 
les conclusions du travail de Biesel concernant les singularitee de la 
fonction qu'il avait a construire. 



REMARQUES SUR LE CALCUL DES AMPLITUDES DE LA HOULE     59 
LINEAIRE ENGENDREE PAR UN BATTEUR 

HI - H££kKJJES SUR LE CALCUL BE L'AMPLITODE TSEJ LA HOULE 

Bie*sel a donne" ies expressions de 1*amplitude a- de la houle pro - 
duite par le batteur piston. Ce dispositif est caracterise' par le choix 
suivant de la fonction f(y) 

^(y) -eiO.<ya, (13) 

e    etant 1'amplitude des elongations da volet, suppose" animd d'un 
mouvement de translation sinusoidal simple. On a alors s 

(.).. 2shz mfi 
sh mh ch mfi + roft 

ou   m    est one constante numerique, solution d'une equation transcen- 
dante. De meae, pour un volet-battant, articule* au point z ■ 0, on a 

L'amplitude a,  de la houle correspondantes'e'crit  j 

mfi (sh mh cfi mft'+mh) 

Ceci e"tant, considerons un volet battant, artiCule' aa point 
z ■ in, , h, > h   et de longaeur e*gale a h,. 

On voit que le volet prend toute l'epaisseur de la couche liquide 
lorsqu'il execute autour de la verticale des oscillations sinusoldalea 
simples d'amplitude    e. Dana ce cas, on doit prendre t 

f (y) - ilia, e (15) 
ni 

En comparant  (13), £L4) et  (15) on voit que  t 

f (y) - fx(y) - t2fy) (16) 
c 

a condition de prendre e"gale  a e..  =   -—-&        l'amplitude du batteur 
volet, articule' au fond. "1 

Repdrtons nous alors a 1'introduction. On voit que toutes les 
conditions aux limites iiapose*es au(x,y),  sont lineaires et homogenea, 
a 1'exception de  (4) ;  (16) montre alors que la solution correspon- 
dant a f(y) - donne"e par (l6) - s'obtient par difference entre lea 
solutions correspondaites a f, (y) et a f2(y) respectivement. H est 
atse1 de ddduire alors de la formule de Bidsel que l'amplitude    a 
de la houle, produite par le batteur f (y) vaut s 
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a(e) - a^e) - a^e.^ 

Une discussion nume*rique facile montrerait que le rendement de ce 
batteur est falble. Ce re"sultat est tres simple, il ne sernble pas avoir 
e"te* note" .jusqu'ici. 

IV - ETUD2 D'UN PROBLEMS IE STUBM-LIOOTILLE 

lour rdsoudre le probleme aux limites, ^nonce" dans 1'introduction, 
Havelock a 6t6 amene" a discuter le probleme Sturm-Iiouville, relatif a 
l'intervalle 0 4 y 4 h. et aux solutions   de 1'Equation diffe*rentielle : 

v" + rv » 0 (17) 

ou   r    est un paranetre constant, ou v(y,r) est la fonction inconnue, 
avec les conditions aux limites 

v»(0, Z) - 0 

gv'(h,r) - k" v(h, r) = 0 
2 (18) 

Biesel a calcule la suite des valeurs propres T"n ; la determination des 
fonctions propres v(y,rn)  correspondantes est alors Elementaire. II se 
trouve que tous les tennes de la suite rn sont positifs,  a 1'eacception 
de r,; r, < 0. 

La solution formelie de Havelock du probleme de 1'amplitude n»est 
evidemment valable  que si la suite v(y, r )  est complete. La demonstra- 
tion de la propriety serait classique si tous les r     etaient posiiifs. 
Aussi bien, Biesel emet-il une reserve quant a la validite de la solu- 
tion de Havelock. Or, il est aise de lever toute incertitude a ce sujet, 
oar liquation (-17) avec les conditions aux limites (18) rentre dens le 
cadre des problemes e"tudie"s recemment, par exemple, par Levitan, au 
chapitre I, de l'ouvrage cite" dans la bibliographie. On peut done affir- 
mer que la suite v(y, rn ) est bien complete. 

Pour achever de justifier la solution de Havelock, il resterait 
a completer l'e*tude du developperaent qu'il a forme" dans le voisinage 
du se#ient x = 0, 0 4 7 ^ h> Nous esperons revenir ulterieurement 
sur ce point. 
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RESUME 

REMARKS ON THE CALCULATION OF AMPLITUDES OF THE LINEAR WAVE 
PRODUCED BY A WAVE MACHINE 

J. Kravtehenko 

We are indebted to Havelock and to Biesel for their theoretical ex- 
planation of the mechanics of generation of the Stokes plane wave produ- 
ced by a wave machine operating with a simple sinusoidal movement. Bie 
calculation of the wave amplitude, produced in this way, is the most 
salient feature of this theor/. 

We add nothing new to this research. But in view of its importance it 
seems fitting to pay special attention to a few mathematical difficulties 
that remain in the exposition of the above-mentioned authors, te indicate 
w^rs in n&ich they may be solved in part, to simplify a few theoretical 
demonstrations and to make some comments on the physical significance 
of a theory which depends on very simplifying hypotheses. 

More accurately speaking, we investigate a series of functions of 
one variable, introduced by Havelock and Biesel to present the solution 
of the problem. A gap in the theory is closed by showing that 12ke ae- 
ries is complete ; in fact,    to establish this point, it is sufficient 
to employ a few results of the spectrum theory of certain differential 
operators. We complement then the indications of Biesel on the legiti- 
macy of the term by term derivation of the series developments he has 
fozmed. Finally an elementary re-examination is made of the nature of 
singularities found in this solution and whose study has been made in 
a less direct manner in the works mentioned above* 

It would appear that all the above remarks can be of assistance to 
technicians in the study of many analogous questions. 




