Chapter 5

REMARQUES SUR LE CALCUL DES AMPLITUDES DE LA HOULE
LINEAIRE ENGENDREE PAR UN BATTEUR

J+ Kravtchenko
Professeur & la Faculté des Sciences de Grenoble

I - INTRCDUCTION

On doit & Havelock et & Bidsel une théorie de la génération de la hou-

le plane, mono~périodique, simple de Stokes. Le calcul de 1l'amplitude
de la houle progressive, produite par un batieur, constitue le rédsultat
le plus saillant des auteurs précités. Nous renvoyons le lecteur au mé—
moire original de Biésel pour tout ce qui concerne la mise en équations
du probléme, dont nous ne rappelons ici que 1l'énoncé définitif.

Dans le plan Oxy, de la variable complexe z = x + 1y, envisageons
un domaine D, défini par les inégalités :

O<¢ x €00 ; Ogy< A, (1)

ol h est une constante positive. Il s'agit de construire dans D une
fonction hamonique u(x,y), finie et continue & 1'infini, finie et con—
tinue dans D et sur ses frontidres (ainsi que ses dérivées), sauf
peut-&tre, pour z = 0 et z = ih, assujettie A vérifier les conditions
aux limites ci~aprés :

du_o pour 0 £ x§oe ;3 7y=0 (2)
0y

12
2u w pour 0 £ x< o6 3 y=h (3)
0y 9
2k f(y) pour x = 0 ; 0 y<h (4)
dx :
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Dans ces fomules, f(y) est une fonction donnde 2 prlofl, que pour simpli-
fier, nous supposerons doude de la dérivée troisidme f£'''(y), finie et
continue pour 0 £ y £ h 3 k =2M/T, T étant la période du batteur ; enfin
g désigne, suivant 1'usage, leceélération de la pesshteur.

Lorsqu'on a la solution explicite du probléme aux limites qui pré-
cdde, on peut discuter toutes les particularités de la propagation de la
houle de Stokes, engendrée par un batteur effectuant de faibles oscille—
tions sinusoidales simples, de période T, autour de la position moyenne,
supposée voisine de la verticale Oy. La forme du batteur et =n uode
dtarticulation sont 1iés simplement & la fonction £(y). Rappelons que
pour un batteur piston on prend : f(y) = e = Cte et pour un volet bat—
tant, on a £(y) = -f-‘— YV . Dans ces fomules, e est 1'élongation maxima
du volet et il va de soi que pour rester dans les cadres de la loi li-
nésire de Stokes, on supposera £(y)y £'(y) et £"(y) petits en ver
leur absolue sur tout l'intervalle V< 'y € h.

Le probléme aux limites ainsi posé a été résclu par Havelock (et
digcuté en détail par Bidsel) au moyen des développements en séries,

L'objet de ce wémoire est de compléter sur quelques points les con~—
clusions des suteurs précitéas. .

Tout dfabord, rappelons que u(x, y) présente des singularités aux
points 2z = 0 et 2 = ih. A notre connaissmce, l'étude du voisinage de
z = ih n'a pas encore été faite. Bn revanche, Biésel s déterminé la sin—
gularité de U au point z = 0, et ce,a partir du développement de w
en série 3 il en résulte que la discussion exige des calculs parfois
laborieux. Il nous a paru & la fois plus simple et plus rigoureux de
faire une étude & priori de ces singularités. On a ainsi immédiatement
la justification des développements en sdérie et, en mlme temps, la dé-
monstration de la validité des solutions fomelles, obtenues par Havelodc
et Bidsel. De plus, on peut discuter en toute sécurité la portée physiqe
de la théorie dle A ces aukeurs.

Bn second lieu, nous étendons les formules résolutives de Biésel an
cas d'un volet bvattart simple dont l'axe est placé au-dessus de la sur—
face libre du liquide et dont 1'extrdmité inférieure atteint le fond du
canal. L'étude de ce dispositif se ramdne trés édmplement 3 celle de la
conbinaison d'un volet battant & axe immergé (situé au fond de la sec—
tion du 1it) et d'un batteur piston ; pourtant, cette remarqme ne semble
pas avolr été faite jusqulici.

Enfin, nous comblons une lacune de la théorie de Havelock et Bidsel
et nous démontrons gque la suite des fonctions propres, introduites par
ces auteurs, est complet.e s il sxxf‘l,‘:.t, pour cela, de s'appuyer sur quel-
ques résultats récents de Lévitan.
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Au total, notre communication ne comtient gudre de résultats nouveaux
pour un technicien. :ais il nous a paru utile d'apporter un peu plus de
simplicité et de rigueur & une théorie aussi importante,au point de vue
des applications,que celle de la génération de la houle.

II - ETUDE DiS SINGULARTTES DE u(x,y)

Commengons par une démonstration intuitive du fait que u(x,y) pré-
sente des singularités en chacun des points z = 0 et z = ih § la vérifi-
cation rigoureuse sera présentée ultérieurement.

igine, les dérivées secondes de w y

Si u était rémller 3 l'or
=0 et on aurait :

existerajent au point x =

Ru _ d*u
dx 3y Oy dx

(5)

Or on a, en calculent les deux membres de (5) & partir de (2) et de (4)
respectivement 3

2 u
_— . =0 our X =y =0
dx Yy P v

R2u
— = kf' (O our x =y = 0
3y 3% (0) P y
Il s'en suit que si £'(0) £ 0, la condition nécessaire (5) de régulari-
té n'est pas satisfaite.

Un raisonnement analogue montrerait que (5) ne peut &tre vérifié
pour x = 0, y =h que si :

&' (1) = K°£(n)

Bien entendu, le raisonnement précédent n'est rigoureux que mo-
yennant quelques précautions ; il faut préciser les propriétés de
continuité des valeurs frontidres d'une fonction hammonique pour
avoir le droit de calculer les dérivées secondes comme il vient d'@tre
fait. On verra que lea justification de ce point est immédiate le long
des bords horizontzix de la bande D. Un lecteur soucieux de rigueur
trouvera au chapitre IIIL de ma thése, citée dans la bibliographie,
la démonstration du résultat que voici : si £'''(y) existe, est finie,
continue pour 0 € y £ h, la relation (4) peut 8tre dérivée en y une
fois pour 0 < y < h.
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fnongons maintenant quelques propridétés dlduentaires de régularité
que WX,y) vérifie sur la frontitre de D.

D'aprés les hypothéses faites, u est finie et continue en chaque
point de l'axe rdel. D'aprés (2), la fonction du @Y, harmonique dans D,
est prolongeable analytiquement par symétrie 4 travers cet axe. Cn peut
donc définir u dans la demi bemde D'

au woyen de la fomule 3

u(x,y) = u(zr y) ; 0K x€00; 0S y<h
Ainsi la fonction harmonique u, réguliére dans D', est paire en y 3 on en
déduit

du(x.Y) _ 9 (x, -y)
Dx dx

Comme par hypothése,Bu/Bx est continue dans D et sur la frontidre de
ce domaine, sauf, peut—-8tre, 2 l'origine et au point z = ih, on voit que
cette fonction, hammonigue dans D', vérifie les conditions frontisres 3

w=kf(y) pour 0L y£h
Ax
(6)
2‘-—L-(gi)-=kf(—y) pour - h& y £ 0.

dx

D'aprés ce que nous avons vu tout & l'heure, on peut ddériver en y ces
relations. Il vient donc 3

M-_. t L v &
3x 2y k£t (y) pour 0% y<h
(6*)
M_’H)=_k:fv (- y) pour = h€ y< 0
dx dy

Ainsi, la fonction Eu./Bx, hamonique dans DY, est continue le long de
1l'axe imaginzire ; par contre, la fonctiona/'b& ( bu./'bx) ésalement har—
monique dans D', est continue le long de l'axe imaginaire, origine ex—
ceptée et subit en ce point une discontinuité de premitre espéce, 2
moins que £'(0) ne soit nul. Le détemination de la singularité que
présente alors u(x,y) au point z = O est alors élémentaire. Voici une
manire particulidrement rapide de conclure. Yosons s
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w(z) =u+div

v(x,y) étant la fonction harmonique dans D', conjuguée de u ; d'sprés les
hypotheses faites sur u, w(z) est hclomorphe 3 1'intérieur de D'. Si on

" désigne par le symbole R la partie réelle d'une expression complexe, on
a :

d?w
R dz? )- Ix 33

Si alors on introduit la fonction ¢
F (z) 2" 2ik_ log z, (7)

ol le logarithme est pris avec sa détermination réelle pour z réel et
positif, on vérifie immédiatement, eu dgard & (6') que la fonciion har—

monique dans D!
: dzw F
R [b d=z? _ (zﬂ

est nulle % l'origine et continue (au sens de Lipschitz) le long ds
1l'axe imaginsire dans le voisinage de ce point, puisque £"(0) existe.
On peut donc écrire, pour z = 1y 3

R[i4—s-—F (]|~ o (1¥])

o 0 ([y]) désigne, suivent l'umage, une fonction d'ordre|y| . Le ré-
sultat classigue de Fatou (on se rapportera, par exemple, au chapitre
IIT de ma thése pour 1'étude des modules de continuité, & la fronticdre
de leurs domaines de définition, des fonctions analytiques) permet alors
de former le développement limité (a étant une constante réelle arbi-
traire) s

L_%‘."';\z_/_:_ F (z)+j.aq1-0 (Z l,o? z.)

d'ox 1'on tire eu ézard 3 (7) :

w(z) =_.1';_ f' (o) 22 Luaz rcz+y +[ao+-2— T';' f'(o):,z’-fo-(z’lagz)

ol ¢ et ¢, sont des constantes. On pourrait méme préciser la fome du
reste Of 23(.03 Z) ; nais cela ezt sans intérdt pour les applications.
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L
Fosons 3 z ==(°e

C=a+ bi; Cl=al+b11

En séparant le réel de 1l'imaginaire dans la fomule précédente, 1l vient :

gl F(@fr-op - 2235 0 3 1 0y s axdyraeopug )

On voit donc que :
. ' .'S. ' 2
%‘i.p.?:.:.ri (0)(xtog e-yo+ _-;_'-.) +[a° +3 T f (o)] x+a+0 (e log e)
Cela se réduit par x =0 & ¢
wfoy) ' 2
7(;.‘12_ kf' (o) y+a+O(p Log e)
relation qui n'est compatible avec (6) que si \:.

a =k £(0)

De méme on trouve :

= 2 /(o) (y og p +x°-—z—)~[ao+5%f'<°>]y-b+°(ez g p)

fomule qui n'est compatible avec la condition limite (2) Qe si: b=0,
En définitive, nous avons pour u(x,y) le développement limité, valable
dans le voisinage de z = Q

et 9031 og TG -2y sy Zfor 600

tkf(o)x +ag+0 (€5lo% e)

ox a est une constabte arbitraire.

Notre résultst diffire de celui de Bisel en ce qu'il donne la forme
du reste du développement limité, dont cet auteur R'avait trouvé que le
terme principale.

Rappelons 1'interprétation physique de la formule obtenue ; hes vites-
ses du liquide a1 point z = O (c'est~i~dire, généralement, & 1'articulation
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du volet avec son axe) sont finiles ; par contre, les accélérations ¥y pré-
sentent un infini logarithmique. Nous renverrons, pour la discussion dé-
taillée, & l'article de Bidsel.

Passons maintenant & 1l'étude du woisinage du point z = ih. Introdui-
sons la fonction U(x,y), définie par :

U.—.%_—':}iu. ; (8)

U est harmonique dans D, nulle pour y = h, 0€ x£€ ¢ (cf (3)). Les hypo-
theses de régularité, faites au sujet de u, nous permettent d'effectuer
le prolongement analytique de U & travers lg demi-droite y = h,
0¢ x<£og¢. Faisons, pour plus de commodité, le changement d'axes 3

Xax;¥=y~h ;2 =X+ 1Y.
Alors U(X,Y) est définie dans la demi~bande D" :
0% X€os; ~h<Y€h
au moyen de s
U(X,Y) = - UfX, -¥) (9)

En raisonvant comme pour z = 0, on justifie la légitimité des dériva~
tions ci~dessous (Cf.4) :

_:;;lzszzT\;_%z %_‘;zkf(fw)') 'F(FH-Y)pour-h(Y(O. =0 (10)

Compte tenu de (9) cela donne :

5——-_—” (R-Y)+ —%—i (hY) pour 0 YEh, X=0

On voit donc que la fonction U(X,Y) présente au point Z = 0, une singu-
larité du méme type que u(x,y) au point z = 0 ; car la fonctlonBngzoz
subit une discontinuité de ldre espece :

’ 2
<[£()-2 £ (n)],
j
lorsque le point 2 = iY traverse l'origine par valeurs croissantes de Y.
5i donc on pose 3
Ww(2) = U(X,Y) + iV(X,Y), (11)

ol V est la fonction harmonique dans D", conjuguée de U, on a le développe—~
ment limité 3
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W(Z)=21rﬁ|if'(ﬁ)_l‘§"'_{‘(ﬁ)]zu%2 +0 (g2 lp )+ CZ 4Cy (12)

ou C désigne une constan',cs imaginaire pure et C, une constante complexe
et od on a posé 2 = G €*¥ | Pour passer de 13 A la fonction :nl(x'Y) -
u(X,Y + h), on introduira la fonction analytique, holomorrhe deds D"

wl(Z) =u, +ivy

On vérifie aisément qQue 1
Rfidw K\, U (X7),
dz 4
en sorte que d'aprds (11)

: dwa kz
L oMW K =W
dz !

Il a'en suit que W étant connu, w, @'obtient en intégrant 1'équation
différentielle précédente,

On a donc, 02 étant une constante 3
_Kiz Kz Kz
Wi (2)=Ce” Ty -ie § W(z)e ¢ dZ

I1 en résulte en appelant C, C., C, des constahtes complexes arbitrai-
res, qui peuvent &tre distinctes de celles qu'on vient d'introduire 3

w,(z)=7‘;_‘l:f'(ﬁ)__':}i r (ﬁ)] Z? log 2 +C+C4Z +C,22 +0 (Ff log p)
En posant 3

C=A4+iB ; C ==A+1B;C2-A2+1B2

1
on en déduit, en séparant le réel de 1l'imaginaire 3

Us (X,Y =%[{’(ﬁ)-—‘}§ Fe]l-r) g g, - 2x 7'94] +Ay (X2-72)
-28, XY +A1X+A+0 (eﬂmm)

Il resse & fixer le choix des constantes réelles du second membree
A cet effet, écrivons i

2 -5 ] g -2renan T omenig

o/



58 COASTAL ENGINEERING

Pour X =0, YO0, on a 3 91 =—-—g— . La fornule précédente se réduit i

feela)] -
’3u.1 07’ [ () 2F(h)]Y—ZBQY+A1+O(€:- Log(oq)
=k f(hsY)=kf(n)+ kY f'(h) +0(p?)

Cela éxige que :
3
M=kE(h) Ba- K= § (h)
De méme, on trouverait :

u(X,0) = & + 4X + 0 (p) log o)
et @

w(X0)__ 2B X+0 (p? b
S =-28, X 10 (¢} by ¢)

Eu égard & la définition de w (X,Y) = u(X,Y + h) = u(%,y) on voit que (3)
ne peut @tre vérifié que moyebnant :

A=0

Nous pouvons conclure : le développement limité de u(x,y) dans le
voisinage de 2z = ih, s'éerit :

u(x, y)=.l<_.[f' (k) -Lz (ﬁ)][(acz—y‘+ 2 hy- h’) log W -2 x
(y- h)arctgL]+ Az[ -(y- ﬁ)}+7§' £(h) e (y-h)+ k(W) x40 (2 Ly )

ou 12 est une constante arbitraire.

‘En définitive, la fonction u(x,y) présente au point z = ih, une sin—
gularité de méme type que u(x,y) pour z = O, Cela achdve de justifier
les conclusions du travail de Biésel concerna.nt les singuleritée de la
fonction qu'il avait 3 construire.
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III ~- AR ES SUR LE CALCUL DE L'AMPLITUDE DE LA HOULE

Biésel a donné les expressions de 1'amplitude a% de la houle pro -
duite par le batteur piston. Ce dispositif est caractérisé par le choix
suivant de la fonction £(y)

£(y) =e; 0&y<h, (13)
e étant l'amplitude des élongations du volet, supposé animé d'un
mouvenent de translation sinusoldal simple. On a zlors 3

‘ 2sh* mh
84( ) sh mh ch mf + mh

ol m est une constante numérigue, solution d'une équation transcen—
dante. Ye méme, pour un volet-battant, articulé au point z =0, on a

fZ. (y) = -iﬁg. . (14-)

L'tamplitude 2 de la houle correspondante s'écrit 3

a=2 sh mﬁ{ﬂ-chmﬁimﬁéﬁmﬁ)
€ mh(sh mh ch mh +mh)

Ceci étant, considérons un volet battant, artitulé au point
zZ = ihl' hl >h et de longeur égale é,hl.

On voit que le volet prend toute l'épaisseur de la couche liquide
lorsqutil exécute autour de la verticale des oscillations sinusoidales
simples d'amplitude e. Dan& ce cas, on doit prendre

2y) = Pt | (15)
En comparamt (13), {14) et (15) on :roit que 3

£(y) = £,(y) = £,(y) - (18)
& conditior} de prendre 4gale & e = —2—- 1'amplitude du batteur
volet, articulé au fonde 1

Repdértons nous alors & 1l'introduction. On voit gue toutes les
conditions aux limites imposdes 2 u(x,y), sont lindaires et homogdnes,
4 1'expeption de (4) ;3 (16) montre alors que la solution correspon—
dant 2 £(y) -~ donnée par (16) - s'obtient par différence entre les
solutions corrospondentes & f£) (y) et 2 £,(y) respectivement. Il est
aisé de déduire alors de la formule de Biésel qre l'amplitude =
de la houle, produite par le batteur £(y) vaut 3
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ale) = ay () = ayley)

Une discussion numérique facile montrerait que le rendement de ce
batteur est faible. Ce résuliat est trés simple, il ne semble pas avoir
été noté jusqu'ici.

IV - ZTUDE D'UY PROBLEME DE STURM~-LIOUVILIE

rour résoudre le probléme aux limites, énoncé dans lt*introduction,
Havelock a été amené & discuter le probléme Stum~Liouville, relatif &
1l'intervalle 0 € y £ h et aux solutions de 1l'équation différentielle :

V"4 rv =0 (17)

ol r est un paramdtre constant, ou v(y,r) est la fonction inconnue,
avec les conditions aux limites

vt (0, 2) = 0
(18)

gv' (h,r) - K2 v(h, r) =0

Biésel a calculé la suite des valeurs propres Tyn ;3 la détermination des
fonctions propres v(y,rn) correspondantes est alors élénentaire. I1 se
trouve gue tous les termes de la suite Tyn Sont positifs, 3 l'exception
de TN <0.

La solution formelle de Havelock du probléme de l'amplitude n'est
évidemment valable que si la suite v(y, r ) est compléte. Le déuonstra-—
tion de la propriété serait classique si tous les r  dtaient posififs.
Aussi bien, Bidsel émet~il une réserve quant 3 la validité de la solu-
tion de Havelock. Or, il est aisé de lever toute incertitude & ce sujet,
car 1'équation (17) avec les conditions aux limites (18) rentre dems le
cedre des problémes étudiés rdcemment, par exemple, par Lévitan, an
chapitre I, de 1l'ouvrage cité dans la bibliographie. On peut donc affir—
mer que la suite v(y, ry ) est bien compléte.

Pour achever de justifier lg solution de Havelock, il resterait
& compléter 1'étude du développement qu'il a fomé dans le voisinage
du segment x = 0, 0 £ y £ h. Nous espérons revenir ultérieurement
sur ce point.



REMARQUES SUR LE CALCUL DES AMPLITUDES DE LA HOULE 61
LINEAIRE ENGENDREE PAR UN BATTEUR
BIBLIOGRAPHIE

Havelock T.H. Forced Surfaces~Waves on Water 3 Fhilosophical magazine
serie 7, XVIII, 1929, p. 369.

Biésel F. Etude théorique d'un certain type d'appareil & houle s
La Houille Blanche, 1951, ps 975.

Kravtchenko J. Sur le probldme de représentation conforme de Helmholtz 3
probléme des sillages et des proues : Jounral de Mathé~—
matiques pures et appliquées, t. 20, 1941, Tp. 35~304.

Lévitan B, Développement des fonctions en séries dea fonctions
propres (en russe) s Moscou, éditions d'Etat de do-
cunentation technique et sciemtifique, 1952, chaps I.

RESUNE
REMARKS ON THE CALCULATION OF AMPLITUDES OF THE LINEAR WAVE
PRODUCED BY A WAVE MACHINE

J. Kravtchenko

We are indebted to Havelock and to Biesel for their theoretical ex—
Planation of the mechanics of generation of the Stoles plane wave produ~
ced by a wave machine opersting with a simple sinusoidal movement. The
calculation of the wave amplitude, produced in this way, is the most
gallent feature of this theoxy.

We add nothing new to this research. But in view of its importapce it
secems fitting to pay special atiention to a few mathematical difficulties
that remain in the exposition of the abeve-mentioned aathors, te indicate
wgy 8 in which they may be solved in part, to simplify a few theoretical
demonstrations and to make some comments on the physical significance
of a theory which depends on very simplifying hypotheses,

More accurately speasking, we investigate a series of functions of
one variable, introduced by Havelock and Biesel to present the solutiom
of the problems A gap in the theory is closed by showing that the mse-
ries is complete ; in fact, +to establish this point, it is sufficient
to employ & few results of the spectrum theory of certain differential
operators, We complement then the indications of Biémel on the legiti~
macy of the temm Yy %erm derivation of the series develogpments he has
formed, Finally an elementary re~examinstion is made of the nature of
singularities found in this solution and whose atudy has been made in
a8 less direct manner in the works mentioned above.

It would appear that all the above remarks cam be of assistance to
technicians in the study of many anslogous questions.





